Cahierdevacances
du professeur
X. de Suresnes

Pierre Girard, Francois Delaplace,
Professeursde Mathématiques,
lycée Notre-Dame du Grandchamp (Versailles).

st-on irrémédiablement nul
E en math ? Non, les mathé-

matiques sont un jeu ; pour
gagner, il faut en connéitre les re-
gles et les appliquer. Certains exer-
cices, principalement en option
scientifique, font appel al’intuition;
mais ils sont rares, ou il ne s agit
alors que de quelques questions.
Soyez persuadé que vous pourrez
obtenir une bonne note, aux épreu-
ves des concours gque Vous passe-
rez |’an prochain, pourvu que :

* Vous connaissiez les théorémes
et les propriétés du cours.

* VOUs ayez une r édaction standard
(sans originalité) des réponses aux
questions posées.

Ce dernier point signifie, que :

* vous devez rédiger les calculs sans
embrouiller le correcteur,

* vous devez rédiger une démons-
tration en vérifiant chacune des
hypothéses de la propriété ou du
théoréme.

Certes, pour répondre aux ques-
tions, il faut :

* ne pas gaspiller toute son énergie
dans les calculs

* non seulement connaitre le cours
mais il faut aussi le reconnaitre
dans un exercice.

Vous serez d'autant plus a I'aise
dans les calculs que vous serez en-
trainé den faire. Vousserez d’ autant
plus habile a reconnaitre |’ applica
tion d'une propriété ou d'un théo-
reme que Vous Vous serez entrainé a
en reconnaitre.

C’est sur ces deux points qu’inter-
vient |’ entrainement.

Pour tenter de justifier ces affirma-
tions, on aimaginé|’ entretien d’un
étudiant (virtuel) de premiére an-
née en option économique avec un
professeur (toute ressemblance...).

Cet article s adresse aussi bien aux
étudiants d’ option économique que
scientifique.

Comment faire des
progres en math

e matin c'est le consell de
classe et Jérémie n'est pas

fier ; certes, son admission
en seconde année ne pose pas de
probléme, mais ses difficultés en
mathématiques ne lui permettent
pas d' espérer un succés al’ une des
écoles qu'il convaitait.

‘Refrerce

“Quand le prof explique, je com-
prends, mais je ne suis pas capa-
ble de refaire les démonstrations,
méme avec le cours sous les yeux” ,
gémit Jérémie. “ Dansun probléme,
je ne suis pas capabl e de reconnai-
tre une application déja rencontrée,
et mémesi jelareconnals, je nesuis
pas capable de la refaire, quand
bien mémejel’ auraisfaite dix fois.
C'est désespérant, jetravaille et je
n'y arrive pas; et en plus, quand
jefaisun calcul ou une démonstra-
tion, le professeur dit toujours que
c'est mal rédigé’.

Le professeur Xavier de Suresnes,
spécialiste des cas désespérés en
mathématiques , écoute les lamen-
tations de Jérémie. “ Je vois, je
vois...” dit-il parfoisen écrivant des
signes ésotériques sur un carnet.

Aprésquelquesinstants, il pose son
stylo et son carnet, se léve et se di-
rige vers Jérémie: “Nous allons
faire un test ; tu vas lire attentive-
ment cette partie du cours sur les
intégralesimpropres; ¢’ est un cha-
pitre qui sera traité en seconde an-
née; puis tu feras I’ exercice qui
suit” . 1l remet des documents & Jé-
rémie; on pouvait y lire ceci :
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Intégrales impropres

1. Fonctions lecalement intégrables sor wn intervalle I de la

forme Ja,b] [o. 2], .t

O cdit v vime foneeion Sosd localement intégrable s I (oot b
Eventuedlement tufives ), 38 efle et iutdgrable sor towr segment inclus deny
cet intervalle,

Exempla: Lalonction § définia par
|
Fl=1
X
est Incalement ntégrable sor _Ll + ml_ cur F ost inlEpmable sur doul segnwenc

[ﬂ, E?] inclus duns |, +°-=[_

Froprieté:

55 f st utie fonction continge siee 5, alors Fest locelement intégrabfe sur 1.

2. Fonctions inlézrables sur an intervolle T de Ia forme

kil e . Ja, o

0 Jif e anee foniction £, localament imtégrobie sur h,h], axt huégratle

&

sur b, i Ju fometion X J FUVdt w une Gimite Jovegue X terd vers
B

Li

Ja it qussi que Uineégrale rf{:}d: COmverye
De méme :
e it g’ wite joreiion ) localesent inregrable sier [ﬁl. &l ext pusgranie

inr [u_ FJ[, 5 g fanetion X0 j- f(r)d: o une bimitie borsgue x tend vers
n
b.
30 dit aussi gue Mintdprale Fj {)dr converse
I

Enfin

30 it gu'wne fonctlon f, lovalenrent infégrafde sur lﬁ'_; b[. o5t ind grable
N ]::'., !1[. si pour Lowd veel o de ]:I., b[,. les ftégrales J‘I:j (E){ﬁ ef

J'J f'(!)cil’ ST CORVETEENEY,

G dit ausst que imégrale ff(l)dl eORVErgE
Exempla 1:

dt
l. Lint¢grales 'ET 251 COVETEENLE Car
f

1 .
la fomction X ox T esl localement intégrable sur I} 11
X
lﬂ = [2 (gl =2 —2\}’3_[ a une limite Jorsgue x tend vers O
Ty

o . —
(mnote | —== 11.111[2 - Z'Jx}= 2
'\h_ (L]
. +- dt . .
2. Lintéprale J T 0" esl pas convergenie (on dit anssi qu'elle cst
t oAl
divergeita) car -

] .
Ta fomelion 3 00 ;- st localement intégrable sur i|1 + W[

A x
miis '[t-{-ilrl_ = ’2-\1’?1. =2fx-2nu pae de limite (linie)
uf

Lorsgiee ¢ bend vers 4oa

Caleuler

Exempila 2:
-t

i

. 1
COn romargue gue ba fonction £ ¢ est continue sur [1. + WI , vlbe st
:

dons localement intéralde sur [l, +WI.

o'
Aingi poar tout el x plus grand que 1, Pintégrale j I} wxisie et

.[’-‘l__i=[—l] =14
. 1], X

1
La function ¥ it ——+1 a une limitc lorsque x tend vers +==, dene
X

] e oft
intégrale J: — sl convergente e4
&

3. intégrales de référenee, critire de convergenve ot linéarité des
imdpralis eonvergentes

1ef
‘[J!ﬂ est corvergends st < 1, divergente sl 2L

1 gt ) . A
i L eEteonedrgende s>, divergente st o £1
"

Propriglé:
Soit fune forrction définee sur s intervalle = ler, ol ens e, F.r]. S
Fest focalemans inedgralile sur f

Fest positive surf
i existe une fonefion y définie sur § tetle que potr wong x Sément de 1

0= f{x}i ,5‘,'(_%:] ar I:,E[f}dr I L

alors Kfl:.t}d! CORVEREE

Soit f aree forction définie sar nn tarervolle ! = [ﬂ. fr[ e LL, b i 8i:
Feat localement e grable sur 1

{ast positfve sur !
il existe tma foncting g définie mur I relle que pour tont X Sémeni e 1,

0= glxIs fix) o fg(r}a‘r diverge

alors rfl:.r)di diverge

Exempie 2 On admettea ici que, poar toul récl ¢ supSriver ou Ggal 3§,

<™y
i
Détermemer Ta natre {convergence o diverpenec) de I intéerale
In¢
- dr
o

O a suguessivernent ;
[ Incalement intégrable sur [1,+ rx-[ A COMEITLG SUT ¢
intcrealle

Exercice .
L Culcater =" "ds
2. Soir(l.) la swee ddfinie por T, = L-wa' '{uc)sr}:" dr

In ¢ .
pour tout rfel £ plas prand que 1, —— est pusitil
¢

e me 1 1
=R = T o a peurwat el r 1
v [ t
1 - lt
0= fi)s— et |75 cenvergente
i -
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In ¢ .
pour tout rfel £ plas prand que 1, —— est pusitil
¢

oy me 1 1
cnfin, _]=T5<r—45—:n111mm1apou:tumrée.lt?51 :
B 1
1 1o aft
0 Flle < ot _[I . vanverpenle
r” )

Sy
L pésadte de cos s propriflss que f —— 4t i couvergente,
3

Propriété de findarité

ki ij':i}ti? et fg(r]dt converge, alors
[+ il

CRNVERRERT o

[lrih+ ellee = [ e + [ ol

al  Mowtrer gy, poie v entier satueel g, Ty cciite
fom ne demande pas de calemier 5o calenr),

Lol Mowetrew que paiee font extiar sarurel o, Lo 4

e)  Monirer que la suite (F,) est canvergente

Jérémie resia longtemps sans ren faire devant on énoned aussi
déconcentant ;
il finit cependant par écrire 11111797977

1. Fe"d{ = L‘e"'d‘f = [—e"']: =— " +l———sl

2 Ona (goss)™ <1 done « ™ [eost)” < e~ ol done

_[;"e'fl:cus:}” di < _Llne"'dr .

b Onamontrdque f, <

2c (F)) ext crotssunte ¢ mnajure dune convergente.

X e Suressnes jela un coup deeil aur le travall de Jérémic s
- (est atfligeant. finit il par dirc - la premiéne quesiion usl un calewd
d'intégrale impropre ; vl e vois-tr un dans le cours ci-oine ?

- Mutis on n'a jamars il ¢a - commicnga i protaseer 18rémie

- Je le sais bien, - conpa X de Surcancs - mas & b donne wous los €lEments
pour traiger cet excreice @ le jour du coneours u peux gussi mber sar
quelque chose de jamads vu ;A dovras wiiliser b inclices donnés dans
Iémonce. Jo rpite ma question : oo vois-tn un calcul 4'intégral impropro
dans & cours ciqeint. !

- Dans Pexemple 2
Compare ce gue tu as Col ot ce qui osl éoril Jaos cer sxemple . ;ona

d"abord Justifié que la fonction I inEgrer Sluil lecalsment intégrable ;of
wsl-e s la Geuille !

‘Refrerce
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= Pourguui T il fd T dite 7y serd & gqooi 7 - Comume:nl Luit-ve ?

- 51 lu avais bien o le corripg de cat cxercice, L anrads romargué gue poue - Un &'y raméee, on wevenant 3 la Gefinition d'unc intégrale impeopes
calculer wne intégrale impropme sur on intervalle l{.'l, + W[, on caleule cunvergonle,

i . . 3 9 . r
Pinlggrale de la fonction s un interyalle [ﬂ, J:] aver o plus grand gue 4O,  Si Jai bien ¢ompris, on doit &crire quc porr fart % posi,

puis on fait tendre x vets + ) mais avant de calenler j:e'rdi\ un duil 0= fl)ge™ = 0< J:f(;]d,- < J:g"d;

d'abord justifier son eaislence, cest-a-dire que I'intdgrale _[:“f.’ dt est wl apris, on peat passer a la limite 7

Tocalement inté grale. - Tu bt sais ; lex linites conservent=clles Loy indgalités larges 2
Qu'est-ce que jo fais ? - {hui, ¢'est une propriceé du cours sur les limites.

- La méne chose que dans 'exemple 2. - Alors ?

CTem ] i i N 1M .
Jérbmie reprl &a copie et corrigea - Alors, par passage d tn fimite, U= r Flde = L gt

e remargue que {2 foction TU €™ o5t continge s UL + o], elie ext - Hien : tu peux passer & la question suivanle.

demre focalement iriérraile snr [DL + c’ﬂ[_
" - Lt suile (F) st cromsanie ot majorée, done olle ed convargente.
Atnst pour tout véel x pluy grand gue ) intégrale _[ & i existe et
v - Chuod 7 Mads od a5t montré qu’elle Sail cooissanie ?
I e 'drf[—e' ‘1’, == +1
* i - Mabpuiagu’ebl: cst mgjorde
Lafonction XU —e™" +1 o ume femite lursepue < femd vers 4o dowe

' L st . L L snile ; ; ik 2]
Vigrdgrafe L e et ast comvergente ot £ as-tu vu Lo proposition - * Towle suile majorés st croissanlc

R : [t - Nulle part, mais ¢ ust oo connnee ga.
JD ¢7di = lim (—r '+I}—.I sl ¥
it

- Rien n'est plus fuux @ pliovenle jamals une propnfld ; reliens ien
qu'une proposition goi ressemble & une propricid du conrs o3t presque

- La, wowas pas fals preuve d'ociginalitd mais au moing ga veut dire .
sirement Tavnsse,

quelgue chose @ d'abord W juslilicShe alcal des intégrales de e forme
. . . : b
L e 'l ensuite el Teches |2 caloul ot onlin W doris cortéclemett, 80 non = Alorsg, communt on Tuil 7 O le démonite *

-
dans un charabia incompréhensible, gue j ¢ 'dr est la limite lorsque x
P 9 ] Bon ;. on va calewler §, oy o ona;

3 _ - [n+1]
Lz vars #oo da L &7'dL, -1 .= _E«e! "cost Y dr - ‘[:«e? oo
Maimlonant e peux reprendne la deaxidqme question. h | - \

1 =1, =L [e' "eost T —e” (cos.r)l'”z]rit
- 1l fant montrer que £, cxiste | ¢a ressemble i 'exemple 3. Reprenons @
M o suecessivemenl © - Ponrquoi 7

F ces-indive 11 e "{cos ¢ focedaent intégrable s {1+ o]

i . -Clestune propriété des intégrales
cez¥ continue sur oot imrenalle

. — 2 o
powr taut réct f s grondd que 0 S ¢ '{CDHJ‘) " est positif ear v
vemirus Slevd & wne puiitanee & expotant paive evt pusing’

enfin, = (oas f}ln 21, dome 0w ‘(cns:)z" < & ainst R a = Ahooud, Joovois ; e'est dans Je cours des inégrales impropres ™ 81
P tont réel § 20 E}'{r}dr et rlg(rjld: convergent, alors ELI(L)—E(I)JJI converEcnt ct
43
DL fl)se ef _E« et eonvergone

JT70)- selar = [ £e)ae - || s ~. Om pews done serive,
== F [E"'(unsr}z" —e{cosr e }Jr

I résudte de ey profs propridtésgie 1 = L ra {Cﬂ.‘ﬂ‘):d dt wnt

vanvergents | ol volld pour Ia gucsiton 2q)

_ o 241 et
- Bien ; la propriéed donmée permict on eflel de wopclure gos , existe mals L=t = rh {“n“)z ]{C’m:} " df
Pras. coTamie §u P avis AP abord St gue P tost réel ¢ posisy,

_LM:? oos P dt £ L el G feont) =1
1L PCuR CONtinucE. dore .

0=1—(eoss) €1
- Apris st Facile . comme ona 0= f(r) <™ onadem: o dasc
- - y o 1
05{' Irmdlu_:j' o : Oﬂll --fco.sr}J{cos.t]"g = (cost]™Me !
il : I
Tiens c'est marrant, on trowve £, — 4 20 2 la sujte est done

- Moo s je e Cat doond aocune propréid do oo geme sur les intégrales dieroissunte 1 il it ulors towver ws aninemint |
impropres. La croisunce de Uinlégrole n'est applicable que pour des
indCprn s e e sepments. - Lveneuellernent ; mads m n'as pas montréque £, —f, | =0

‘Refrerce
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- Ah oui, c'est vTul ; on o pour towd réel tpositf]
(13 ll - (um:r)zJ fwosi)e = (COSI}ZHP :
done, pouy 1ot réel X pasinf,
0= J: [l —{cos¢¥ ] {cose)™ e dt < J:(cosf_‘]b' e d
Plar patysage d L fatte. o a -
0s F [I - {uusr}z]{cuﬁf]z" e’ di < f {cost ¥ e™ dt
Fn ne gardant que Ia premidre indgalind, on obrieny T, — {2} af donc:

{! R :I esl décrofnanre. Dautre part, b seconde indgalitd montre gue
0 F{wh e i
£F dane que (In ) est mnoree par O,

O peut conclire - l:fq } est décraissante et minorée pier €, wlle el done
COMVETEERLE,

- Parlait; W voss que (U penx rénssir en mathématiques, on appronant
win cours de fagon rigourease et en appliquant. Si to veux réossir Ty
CONCOUrS que W ambilionoes, wur: lu Vallacheras 4 faire powr chaguy
exercice C qUE Nolls avons fait ensemble,

- Alors s je Tais comroe on a fait, je rémssivad ?

X. de Suresnes | ui jeta une oeillade incendiaire :

- Jai dit «Si...». Tu n’'as pas beaucoup de chances de réussir
en confondant les conditions nécessairesavec lesconditions
suffisantes !

Corrigé de Pexereice par Jévémle

1. On remarque que b fonction e ¢ 7 est contings sur [U. + m[_cﬂg cst
done Incalement intEprable sur [ﬂ. + wT.

Ainsi pour o il x plos greend gue O, Uintégrale J.:éf_rff.f ol el

‘Lle 'd£=l—v L =—¢"+1
La fonetion & o =" 41 a une Timite Wrsgque a tend vors e, done

["inttgrule Fe.-“’:if esl enmverngente el

[ etde= limbee 1 41)=1

2a O suceysivemenl |
ror e frost ' loulement inkdgrabls sur [0,+ v car continue
sur oot intervalle
pour tont réel ¢ plus grand que 0, < e™ [cns.!}e" sl positif car I

cosious Howd & une ganissance Jexposat paire est positit
LS i I
enlin, (0= fms'.!} Tl _done D a 'fcus.f) "y i on a
pour our el f 20 '

UEe oot 1 se” it J:_l"e.’ df Convernene:
T ndsults: du v Liis propriétés qua f, = fe"’ [cosr T dr est
convergeniu.
b Penar ront x pasitf,
. . :
e e foosr) e’ o3 0= Ee"’{cmf)' dt EL alde

Par passagze & 1 bimie, DS ‘Eﬂe" feose)™ dr = Lwee""dl

&

Oowealeuker £, -4, somac:
f-i.= jlln e eost ) dt - ‘E-“e" (come P atr
Lot dous inndyrales _L_“e’_' {Cubf}zn o ot Fx_r{CﬂHE)xl:"-ljdf <oank
comverrenies. il en st de mEme de lenr diffirence e de plus
I i, = fLr"{msr]"‘ - ‘(cos;}z""}.fa
T - _[ll [l— feose) ]{cos:]z"e“'d:
Pour 10wt réel ¢ posilil,
= (mst)z b
o
1= |—(|:n\:.l‘]! = |
el fung
0= ll—(l’.:t).‘\'f)aJ feuse ) e < {cose) e ¢
denc, pour tout réel x positif,
0= _E [I — [ r}z] (cose[" e di £ [ {eoss) e " dr
Par passage i la limite, ona
0= f’[l— (cos;)?l(wsf}z"e Fdrs _L'"(ccsrjz" e dr
En nc gardant que o premidgee indpalitd, on obtient 1, - [ 20w
vune (7 ) est décroissante. 15 antre part, la seconde indgalité montre que.
- ey
0 L {eose ™ e '
et drne que (4, ) est minorée par

On ped conclure
(2. sl décrusante et minorée par O, elle esl done convergente.

Quelques jours plus tard, Jérémie regut par courrier un pli assez volumi-
neux. Un mot y était joint : Pour t'entrainer, je te conseille de rédiger et
non de griffonner sur un coin de feuille les quel ques exer cices suivants. Je
te souhaite de bonnes vacances.

Signéx3n

‘Refrerce
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Entrainement

Suites,

Exercice 1: Fiydeer o convergence e b swiver {ar,) edéfinie par:

|
H, ., =H_t+— et
M,

=
n

Solution

Om a, pour Loul entiar naturel n,
1

My, — i, =—
i

(4
Momtrons que pour loul eolier nattes] o, e, 23t pssitif; 1 en résulera yue la
suite (b o1 ume SNITE croissanie.
On o = | = 0; supposons, que pour un eoticr o quelcongue fixg, u, =&
on va oo déduire que e = 0.
Clrsl vraiment &z simple; 81 o, = 0, dlors t = O comme somme de deos
nombres posilils of non nuls,
Consdquance: (5,0 sk One SUite crolssante.

La valsonmement soivant exd Faux:

Hi nne suite (i) éluil une suite divergente, de lmile +es, alars
| ) .
litn — =0 il en résnlterait que (e s 4F el done (n,) ne

a— iy
u

e+l |!"‘I|

pent pas élre ane snite divergenle.

La premitre purtie du raisonnement esr justs. En cffid, 51 unc suile {w.} esl
une suite divergentc, de limite ++. alol: son inverse csl une swily
convergente de limite 0 et on & aussi, bicn sir, (u —ug)—‘s a.
Cependant, pour quiune suite soit convergeste. il Paut que la différence
entre deux termes comsceutify de Ta suile lade vers & mais la réeiprogue
et Tuusse: i la difféeence entre deux termes conséeutifs duke aite t2nd
virs (), eela nfimpliqoe pas que la suite soil convergente {on émdiera la

sulte {v,) définic par v, = E%)
=l

En revanche, le ralsonnement siivant est juste:

O recherche d'abord laou les liites possibles de et snite:

Sl la [ooctison Jdefinie par:
1
fl=red
X

Elle st eookinue sur }:l + cv:-l_ & valenrs dans }O, + M[ . 81 (o} est
convergenie de imike £ alos £ ={eu 200

O résout |'Sguation

{,J" {fy=1

t=0

Apris iéduciion, v W ve:

N

i——10
1

NED)
ce gui. manilestement, sl impossihle.
L suide (5} n'est dome pas convergenle e chnmune elle est croissante, onen
déduil quielle wend vers 4=,

Ui se prapose de déterminar Ia linire de lu yuite (4,

)

tin dtudiant propose le solution suivarte!

Exercice 2.
définie par:

On a:

2
lima| 1 ——] =1
R—t— r

12l que sait Fendier a, 1" = 1; €l par suite, on a
q

-

=liml" =1
e

li.m!(l - EJ

Feiben n

Il 2n résulte que (i) csl convergeole de limite 1.
Lire qutre Srudiant prapase la solution subvante:

Pour toul colier natonel o mperieur 8 2,

2
Aol——=1
"

O, quel que soif le réel ¢ € }'), l{ . ,Ii-“?.. g" =0, lew tésulte que
{u,) osl comvergente de limite O '

Ces denyr solufions sont fausses; paurguar’

Domner wne méthode pour le coleal de In Hmite de (4.}

Selwtion

12ans un caz commea dans Vauire, pour coleuler la limite demandde, on
culeule Jes limites pariel les:

2
Le premicr éudinnl considire d'abord la limite de (l - ;] . puis de

1", ce qui est absurde car on e pedl pus [hite 2ndee g vers Tinfind dans
une partie de 'expressiom sans le faite tendra vers Finfini duns louts
l'expression; on oblent en [ wne forme indétzrminde 1™

i
Le seeend Gludiant Hixe une valeur de o et on remargue qur.LI ——]
n
csl un tée] sidviement compris @ntre O et 1; on Péleve 3 1o poissance vy
. . 2y )
muis, si oo dit™ 1im ¢* = 0 done i, 1——" = 0% onne [l Ledn: gue
"t n—\-u.mLk n'_,l
Pexposant wers L'infini,
2
A vrai dive, lossgque £ tend vers Tinfini, (J. _] 1end vers 1 2t onh natrouve
n
la forme indéterminge, 17,
I isxiske trois fonnes mdéerminges 17, 07 at wal? qui se traite de la méme
{agon;
dans chacun de ces cas, l'exposant est vacible, donc 'crituie donnde cat
celle d'anc exponentictle.

Eerivons e lerne genéal ¢ 1a suiee sous fonne cxpencnticlle:

2 n
[l——] =g
i

2
On caleule dabard, s lu[ 1- ”)

=y

[
ul] I-
Lo

On peal wiliser les Squivalents en 40
g

[ r‘ 2]
nln| | -—
L
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u].n(l —%]-— —2

On abtiend alos:

2
lim el 1——|= =2
LT N

et par suite

clest-A-dire:
2y
Iim[] ——] —e?
n—+- H

Suites et caloul matriciel

Exercige 3 : Soit fu, ) et (v, ] dewy suites ddfintes par:
Ium — b, -1,

o=, v,

¥

) Momtrer quil existe wne moirice A tefle que et
!/unll ]'—A,r . ]
Vel

23 Mordrer gque A peut 5 écrive

-

1 . ‘o
A=5+TF o I:[D et J e meatrice qu'on précisera.

|
3) Caleutler An posr ac

&) Fr deidduire Jes expressions de w, eT v, e fonction de wg, vo etde

Solution
L) Cest immédia ;
.y 8 -1 ( u,
You :tl 4 WV
20 Posoms S b mattice 4 — 51 On obtient immédiatement :

J 6 =1y /5 ¢ 1 -1
o4 |k{] 5 -1
3 Calkeuluns HUnu:

maulors:A =5+
, fl1 =1%1 -1 0 0]
4= =
1 —IJ [ 0o
On L = M, on pout atiliscr 1a formule du bindtme de Newton.,
GI-IY =51+ 70+ pla s
oit p(.F) désizne un polyndme en 7 : comme la matrice S est ks matrice
nulle, on en déduit que -
(sr+y =51+ sy
(5r+2Y =5 t+n5"f
EL par suile,
A" 5T +nS" S
En cffecmant les calenls
SJI - SJI
e {:1+n] n
PEA A Y

n

4] Ol montre par rECUrlence que

5 PR
", - A" by
Vo ) "JI:' !

La relution est évidenle pour n— F car A” = 1. Supposans que pourun »

yuuleongue mais fixé, [u" ]:A‘ ru"

I"n kvl'l
“n—l IA»-I y
Vot Hy
D apris la premigre guestion, on a :
urr] uq
e | g
V" 18 v.u
en ntilisant I'hypethiése de récurrence,
4
)
= =Al' !‘n
¥, ¥

on en déduit que
I

uﬂfl. =A4" .ull
Crtl Y
o1 | goet [P

' Yai ¥y

11 en résulte que pour lout entice naturel &,
My A" ”n)
v, v )
o'est-f-dire ancore,
" H
[ "):[5"I+n5“,f)[ ”]
¥, ¥
", _ 5”(1-{—?!) —n3" Ju, W
v, || a5 5(+a)y v )
Tinalement :

{uﬂ A1+ a5, -5,

v, =5 au + (L + by,

} + on doit en déduire que

Fonctions numeérigues

Exercice 4 - Fiude de la fonction fdéfinie sur & par -
I

Flx}=xe*
fo)=0

x=0

1 tracer sa vourke dans wa repére vrthonorme,
Solution
Yuriations de f.
La fonction fest déllne sur I e contiime sur H-{0} ; par ailleurs,

_ . 1 .
lim f {x}= U= f{U) car — = =—c= tandis que lllnf(.'r) = 4ca car
=l X =l
el el
1
— = oo
X
Il en résulte gue fest conbioue oo 08 gauche mais pus & droile,
La fonctinn fest dérivable sur ]— e ﬂl et sur }3_. + M[ comme produit et
composition dz fonctions de référence ;on a

e : 1
Wxe IR*, I{l)_ £io) =gt
x-0
de limite & en (F par valeor inférieare il en résulte que fest dénivable en )
A pavche «f f;(0}= 0
Trour towt réel . non nal,
Fla)=esvn | e

4
L 1t
E-I

Fla)=

X
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La foncoon Fest crotssante car e 2érivéc positiva sar I— o, Dl_ ct sur
]1, I m[ cl clle est décroizsante sur ]3, l[ car de dénvde négative, O peut
résumer ces résulbfats dans le tablean suivant :

X| —m U i
fe) o of - o +

f

Recherche des branches infinies :

1
. LT 1 s
|1m@ = lime7 =1 car — — 00 quand < tend vers I'intind,
L= -1' E—Fm x
Par ailleors,

| -

lim{f{x)—x)— lim_l:[ce: -1 J: ij_;[l+ L{i]]= {
L= = A= X by
U eur vésulle gue la conrbe de fadmet la droite d"équation y = x + 1 ponr
wsyroploie. .

Eepréscntation graphique de 7.

Probabifités.

Froercice § - fine wme consient une bowie blanche, wne noive, ane varie ¢f
Lae jaude. U en Hre P siccessivensen? avee vemise (p 240

a) Quelle cit fa probabiflité d'aveir e motns une boufe de chague
comlenr ?

& (uetle cxe fu prababilité gee la premiére of It dermidee sofend de
méme vowdenr ¥

Solutlon

Poar up tel exercice, il fant bien panser & danner nne modélisation correcte
de I'expérience:

Le plos naturel est de considéner comme univers de probabilits Pensemhble
L} ey p-lisles sans sépélition de [B. N, ¥, J}. cet ensemble goant fini on
prend commme twibe P4 ot pulsquien 3 autand de chances de Hrer une séne
de p boules plutiit qu'unc satre on prend ar L2 une probubilité woilonoe
qur les événements Slémentaircs. 1'aprés le cours cand{L2)=4

a) Eévénement A = «an moing ane boule de chaque coulewr » st done
I'cosewble des p-lidtes de {B, N, ¥, I} contcnanl un moiny une [0
chacune des lettres BoN, Yo Fo A sl ln rfumon de Pensemble &, des p-
liztis ne conlonant gue Pone des lelines B, N Y oo ) (licages unicolores).
de Nensmmble A: des timges bicolores o de Pensemble &g des firages
mcelores. Tlesk elar guic
Ar= ({8, . B (N, NE YLV, T
done card{ A =4, Onen déduit que : '

i 1
g
DVautre part pour comstruire un Slément de Ax, il Jaal dFabord choisic les 2

(L

-

couleurs ( C2 choix) puis pour chacun de ces choix il Gt constraire one p.
Tiste Tormée de cex denx couleurs {2 choix) et enlever les deux p-listes qui
ne contienment gu’unc scule de ces deux couleurs, Ainsi

curd(Ag) = C7 (27 — 2}
el dorke
cilor-2)

P

Dic méme. pout constuine un élément de Ag, 1l fant d'abord chowr des 3
couleurs { C: choix) puis pour chacun de wes chodx il Lut construite une p-
liste formée de ces trois coulenrs (3F cheix) el alever les p-listes qni ne
contiznhent quime seule de ooz 3 coulewrs {3 p-listesh ¢l les p-listes qui ne
ommtignnent que 2 de cos 3 couleurs (3x2Y p-lisles), Adusi

cardfA) = £5{37 -3-3.27)

aingi

plA=

C3F -3-3.2%)
qF
Pulsgue Aq ol Ax soot incompatibleas on s dane
L G2 -2 €3 -3-32")
qF 4*

peAr=

d'ol )
SIvL Sdege L y_3.2¢

pffl)—l—( | Gier ) cdd -1-327)

LN

4_.0-|. 4+ qr

by Soll B Févénerment « |7 premizee ef la dernigre boale somt do méme
couleur », Pour construice une elle p-liste on commence par chaoisir L
couleur dh: la prenaitre of Lo dernidrs bouke (4 choix) puis on cnm[llf:tc par
une (- 2Histe de (BN, W, B (47 choia; dons cadiBr = 4.47F =4 ¢

done il = 4— =l.
4* 4

Exercice i : Sott i et ® clenx entiers naturels mon Atds.

In jette p boules indiscermobles dony n boites numdrotdes de T & n ftoute
howle lancée tombe de fapor Squiprobabie dans [une des boftes)

A} Quelle ast la probafilité que les boftes 1, 2 et 3 soient les senlex
recevertr {fventuellement des boules ?

B) O stippore que p = 3r; Quelle et alors b probabilitg gue clogue
baite repoive trois boules *

Solution

Nuwérotons kes booles de 1 & p et considérons comme nnivers de
probubilitd 1'ensembie L2 dos p-tistes de {1, 1]

Un résnltat de 'expéricnce {oesl-d-dire un élément o1 de L3 1) étant par
cxemple (L, 2, 5, 7, 7....) cela signifie que la bonle n®1 va dans la hoftc n®1,
1a boule 0°2 va dums la boile 12, la boule 1°3 va dans 1a hoite 175, les
boules i 4 el 5 vool dans La boite n®7 etc, cet ensemble étant fim on
prend comime tribu iP(CE) el puisyu’on b aufant de chances que les boulcs
aillent dans wne s€ne de bojtes phntde que dans une autre, les Svencments
Slemenimires sont Squiprotables done

WX = L), piX) = cand [ X)fcard (L.
Dupris ke vours ced($) = 7+
Ay Sail A — e les bofles 1,2 e 3 rodent les seules & roecvorr dey
hutles »; el évéuenwenl el mwclélisé par Fensemble des p-listes de {1, 2,
3 done candi A)=3" Ainsi

o8

A=~ A -
b} Soit B I'éwénenwnt = chague bolle cegait rois boulas s Tour
consiruire un Shimenl de B on choisil lMaeabie des trais houles mises
dans I Durdte 'l tC;.', chaix posquil s agit d on ensemble de 3 oules

done une Z-combinaison de [ 1. 3010 puis pour chacun de ees chois vn
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choisit I'ensemble des 3 boules qui icont Jans la bofte n™2 (C'_i'n_3 chaix
puisqu'il ne restc gue 3a-3 boules) cle... Au total o dénombre done
-1 k) E]
card(By = €y, - €y )
aims :
a1l

Bt T R

Yo
)‘J(Bj = S
n

esl i dive, aprés simplification:

piB) = (n)

((m * r

Les probabilités conditionnelies

Erercice 7 -Soit n o /%, On dispose de v wmes U, Uy relfes que pon
Foout eitfer ko compris entre ! et m, urae k eontient k bowdes blanches et n-&
boules nofres, e clrolvit une wne o heserd puis ot tive wne bonde ai
havard de cetle wrne,

Fol Quetle est 1o probabilitd gue cette bowfe soit Munche 7

2% Fu effermaint un rel tivage, on sapergoil gwe lu bomle e
Muanche. Quelle est la probabilied qu’elle provierns de Uurne 1, 2

Solution
1Y Soit (12,71, p) un espace probabilisé modélisunt celle silualivn.

Nuloss, pour wal entier & compris entre 1 et i, Ag = « utiliser 'urne n®k ..
Motons £ = < oblenir une baule hianche = Ve sysiime d°Evénenets [A,
o Al st un systime complel Cévénemants, on peul done appliuer la
fommule dos probubilitgs 10oualee:

los Hruges dans une urne donnée étant aléataine, pour togt k an a done:
k ) 1
plBIA I =—clp(A )=
24 n
donc:

; &1 (m+1) _a+l
pEY =Y piB AP(4)I=3" nin+1)_#a
k=1 t_lnn

2

I n
=§;Ezk=

k=l n

3y On cherche p(4/8). on peut alors appliquer la formule de Bayes et
éctire :

Les variables aldatoires

Exercice 8 : TUine wnr conticit 0 bowles mimérorées de §a n; on gffecruc
urt tiveee de k buwles {1 <E<n) On note X e plas grand des uuméros
obtenns, Péterminer Ja lot de X dans les dewx cax ;

aj Hrages suceessife aven remise;

b tivcge o wne poigtée de k botdes,

Solution

)l Seit (€21, ¢ un espace probabilisé moddlisant carte sitnation; on a
X3 — {1, ..., 2 }. Four toutentier i apparlenant & XED,Notons X, le
numéro de 1a & boule tnd; '}, Pour tout entier § apparienant 4 X052,
(X=X, 271 A e X, =)

Tes évenements {X. = 1. (X, 2 71 sont indépendants dans Lo cas due

lirages aves ramize er il y a f howles purnn les g quu ont un numéro <7
{lirsges Gyuiprabables), done
.
L
Al -’

pXsp=pix <y - p{X; = ﬂ=[

Puawr pounl enlier §ole {800,

pUA 1B = pBIAPAL _ ptBIALRA)

Voiayptay
Fioalvuent ; .
1 )
PLATR)= (rr+ﬂn =
2n

pX =) = plie] < X< ) = piX € J)- pAX € j-1)
{revoyez les propriftés dos fonetivns de wpartition, on en aura covore
besoin pour exercice suivant ; noter aussi guee certe relation est méme
vrai pour j = k). Dol la loi de ¥ donnée pur
T

Lk
) —1
Vie fln} p(X =) =[;] -[J—
H R

b} Suil £ Peasernhle des dcombinmisons de {1, ..., ») muoi de Lo wibo
N ot d"une probabilite uniforme sar les événements Elémentaires.; done
card{id= Cﬁ 2t X(Ly) = {k, ..., mrjcl pour Loul colicr § agrpartenant & X(52),
I'dvdnement (X < /i ast I'ensemhle des Acombinaiscns de {1, ..., §], sont
cardinal sl dohe C'j . Ainsi

4
o
Ti= Ta mém: [agon gue précedemment, pour tont enter J do X{L2).

pX=f=pi-1<X2fi=piX < jiplX = 4-1)

PE=f-

& i 13 [
p(x = Ir-] = c_f - Cj_l = 7{:} el = —C'T_lll
o O

Exercice 9 : Soit p un élément de JO1. Onnote g = f - p; Soiemt X
ef Y deux variables aléatoires indépendontes sur wr espace
probabifisé sufvant toutes une (ol géomélrigue de paramerre p.

On note U = maxfX, ¥ et V= min(X, ¥
19) Donner b Lot de U ainst gue, si elle existe, son expérance.

2°) Calenler, 3 afle existe, Pespérance de V.
Solution

1) On a X(LY) = ¥{{2} = Bv* done DYLY) = Rd*_ et poor tour eotier naturel non
ml K, ona
PUS =piX skl Y E=pX S k.pY <k
puisque X et ¥ soa indépendantes; et dome:
LU E L) =X kI
puilague X et ¥ suivent la mEme loi,

i £
; . i1 1
plX =k)= E piX =i= E g p=p

[
S B -4
1= -
Om o alors Wz
I =Ry =p(L7 €&y - piirs k1)
PUT= =01 - 4P - (14" = 2pg™ +(g?-Dg ™
el pour & — 1
PIL = 1 =Pl = T (1 - 2 =
eo eas renere done dans Te cas gindral, Dome W e W=,

240

=8 = et gt — g
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Cherchons si U 1 une axpérance, ¢”est A dire si la série de terme générul
k.piX = k) est convergente. Etudions pour cela les sommes partielles Sy
d'ordc N o v = R+

Wi e falh

Ll N
S5y = Ekp(v =k)= E,[zpkq*" g~ DR

" L
5.=2p3 ki (g - DY kign*
k=L &=l

Mais g ot g® sonl des Sldments de 30; 1] cs qui pronve que Tes 2 sommas
précédentas antune Innite lorsque A tond vers 4=, donc ¢ela proove que &
A ne espérance et que

1 1 2 1
- =
o T gy

1424
—_ -_—
l-g -1 l-¢°

B{f7)=2p

M Ona:
4+ V=max{X ¥] +min[X F] =X+

(et ouil} donc la Jod de £ + Vest eelle de X + Fetdone
0L + V) = KK + 1)

Maix BLX = B(F) done ECLY + Li{ ¥y = ZE(X)

(lindariré de "espérance) done F{V) = 2E(X) - i L) Cest & dire

E{V]=2L—L+2q— 1
rol-gt 1y

3

Exercice 10 {ine urne contient une bowle Manche et ine boule
naive. O fire une bowle ait hasard et, 8l elle est pofre le jou 8 arebte,
sinon. on rajoute wne boule blustche, On continue ainsi jurgu'd ce
que le jew x'arrite grdce au tirage d'une baule noire. On note X la
variable aléatoire épate au rombre de firages REceNsaires posr
arréter fe e

On demanide la Lol de X ainsi gue son dvenmelle espérance.
Solution

Tl et clair que X(S3)="d* . Pour tont entier £ supgricur ou égmd & 1, on note
B, I"événement « obtetir une boule blanche au % lirage » el A
I"événement = ubienir une boule nejre au &™ tirage ».
F'our tout enticr & de X821, oo a clone

plX =ky=pl# B, B NN}
Notons C; I'événemnent B i By mA MR,
On ueilise la Formuale des probabilités composées, ce qui domnae:

C Problime

intégrales de Wallls
Proaye el evttier daturel g, on pases

W = -[T " [eosx [ dx

T Mantrer gue podr lowl endtier 122, on a

fre DLW, a=n W,

LY =k} = p(B)p(B, I CIpUB, ICp(B, | 1C, 2PN, IC, )

Donc ©

123 k-1 1 1
X:k [, S ———— =
A== 30 % el ke D

Clestlalol de X,

Cherchons 51 X aune espérance  la série de terne géndeal &plX=4) ne

cORverps pas cas o cst unt série & berme positifs Sgaux d ] dgnivalents

i . .
A I]msquc ¥ lend vers +20 € et la série hannoniaue ne converge pas |

IMoke X n'a pas d'espéranc:,

ki déduire selon fu parité de n, la valewr de W,

2 Montrer yue ponr foat evgiern 22 ona o W W €W, o

al

=1

Lt déduere la fimife de Toorsgoe i tend vers Cinfind ges gue W,

A
aelmet un Sgebalent de fo forte T [ pedeiser la valenr de A,
H

{3

Solutlon

11 On Fut wne intégratinn par parties
{u'(x}= cos X tlx)= sin

vix)=eos" x  vx)=—n—sinxcos” *x

T
Les fonctions u et v sont de elasse O sor [[L E] sona:

x
W, = in xoox IIF‘* frr— I]Eﬁinzxcos“'?x dx
Pout n 2, 0na [sin xces® g FT =1 el

T 5T
Fsi.uz eos s dn = E {I —cost .r)um”'z xdx
N

Esinl xeos lxdx =W,  -W,
On obtienl done ;
W, ={n—1)W, W)
(Cest-h-dire, aprés transposition ef réductian
W, = {n=1W,
Soit d'abord 7 =2p, ol p > | on u la relation @
w, =221
£ 2p
Uin montre ulor par péeuttence que
(2p-102p A w
plalp-1ha (231}
Cin remargue que L dénominatenr est £gala 29 gl | on mulliplie lo
numératene et le dénominatenr de Ja fraction par
2 pi=QpYalp—1ha 2x1)
oo ublient

.

AWl

W,, =

3
H.r;.”= {"P} W,

2l !
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Par aillewrs

v foret

1l en résule que
. __@pt m
R )

it maintenant 2 = 2p + 1 ; on a la relarion :
2
W, = =W =
Tl 2p+1 271
{In montre alors par pécumemse gque
_2p0(p-1A @21,
R Opa2p-1A3
O remargue gue le anmérnr escsgal 8 29 pd s on malliplie le
nurkdcatean et be dénmmninatcor de La Iraction par
2 pl= (ZPX'Z[;:— 1A (2 #1) : on obtient :
v — 2:\.”(?!}‘ 'ﬂ?
G-l |
{2p+1)

fna:
) L4
W, = Jl; cos x dx = fsin xE* =
Et Jonc

T 2prl)

2y O omomtre  abord que [ saite () 2t streie ment fosilive el
déeroissanee, D'abord W, est I légrale o wne fonction posilive: sur

|:[}, E\-‘ ; drapris Ja relution de Chasles,

L
x a

W = ﬁcos" ¥ d@x+ JJeos’ xdx
k i

W oz Fcus" xdx
<
. - .. T
Lafoncuon £ O ¢057 X gal décmoissaniy sur [D. ;:| dome

fogy.L
W = cos— L“ dx
o3
et done :
1
W = =0
Ix2"
La swile (cm" x} estune suite géornstrique décroizsamte. pour Laut réel « de

-

. i .
I"intervalbe |:0, ] cor 0 < eost =1, dome, pour ol ealicrn 22, 00 a:

O W, SW, ) € Wya

En divisant tout cette indgalité par W, un ublivnl -

Ll
LA
W W
L aprés la premigre question,
W_. =
W =1
I 57 ensuil qus
| = }V'_'-‘ < L
W n—1

&

=
T

n

Ainsi litm L =letdone W, et W sont Squivalents : on a dooc avssi
L

LA A AR

Lt asd
Si r = 2p, on a successivement
A L)) T
W o fom 11 7 2Pf o2
e 2p=1) 22%(p
x 2p

Sin=72g+ |, 0na mccossivement

o & _@p) (pf
Tlaae 2 25 (plf 2p+1Y
2 a1

w2 2p+1

S0k

2 rl

ST

Ainsi, pour iont antier naorel g,
oo w1

n

LR

W, Erant. positif, il o résubue que
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