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Partie |. Propagation déterministe

. A. 1. Larelation derécurrence qui régit lasuite u, (A) s écrit : Up4(A) = (1- CA)u,(A) + CA . Cettesuiteest arithmético-
géométrique. On chercheleréd O te que a = (1— CA)a +CA ,etl’'ontrouve: a =1, et larelation de récurrence susdite
Sécrit: Upg(A)-1=(1- CA)(un (8) —l). La suite (un(A) —l) est une suite géométrique de raison 1-ca , dou:

Uy (8) ~1= (1~ CA)"(ug(2) ~1) , etfindlement :

u,(4)=(1- CA)”@N—@+1. Conséquence: lim u,(A)=1.

Nn- +oo

0t d ot o o

: gas%<%a 1,dou: ﬁ <t<H§E 1Ha,cequi implique:

I. A. 2. a. Par définition de la partie entiére

t-A <A§E<t Il enrésute: lim AEE

I.A.2.b. Soit n= %g Quand A - 0, 0n a: In((l—CA) ) nin(l-CA) ~ -nCA = - % - =Ct. Lalimite de

-C LR H _ —C l _
(1-cA)" estdonc ™, d'oir: IAIEnoU[t/A](A)_e ‘@N 1@+1.
. A.3.Larelation donnée équivaut a: €' /() + €“'CF (t) = Ce“', pour tout t IR , . Lasomme €' f'(t) +e“'Cf (t) estla

dérivéede g(t) =€ f (t) , etlarelation précédente s écrit : g'(t) =Ce™ ,d'ou: g(t)=€°* +K , oUK est uneconstante. Par

suite, f(t) =€ “'g(t)=1+Ke . Lavaeur de K sobtient en faisant t=0, ce qui donne: % = f(0)=1+K, doi:

1 . _ctH1 - L s . o
K =5 -1, etfindlement f(t)=1+e Ctgﬁ—l@. C et lavaleur delalimitetrouvée alaquestion précédente.
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I. B. L Larelation derécurrencequi régit lastite (v, (A)) s écrit: v,,,,(8) = (1+Ca)v,(a) - Cav, (a)?, soit :
Vi (8) = 0(vo(a)), 00 ¢(x) = (1+CA)x-CAX?. Pour x<1,0na: ¢'(x) = (1+ CA) - 2CAx21-CA >0, cequi prouve

quelafonction ¢ est strictement croissante sur ]— oo,l] .
1 1 1 101 _1
Ona: vi(B) = (1+ CA)W—CAW:W+CAQ—N@N>WZVO(A),et
vi(8) =9 (vo(8)) = q@%@«p(l) =1.Aing, larelation: v,(&) <v,,;(8) <1 estvraiepourn = 0.

Si cetterelation estvraiepour uncertain , [N , dorslacroissancedelafonction conduita: ¢ (v,(4)) <¢ (vi.(4)) <0 (1),

S0it : Vpug(B) < Vpeo(A) < 1. Ceci démontre par récurrencequel’ona: vy (4) < v (A) <1 pour tout (TN -

Lasuite (vn (A)) est donc strictement croissante, cequi prouveque V,, (&) = v (A) = — pour tout , [N , etil enrésulteque

1

N
, \ 0oL .0 . . . - 1

lasuite (v, (2)) estavaeursdans EN_]H Etant croissanteet majorée, cettestiteadmet unelimite L telleque: =< L <1.

Cettelimitevérifiedeplus: ¢ (L) = L, soit:L=0oulL = 1. Commeﬁ <L<1,laseulevaeurpossibledeL est : L = 1.

Il estainsi démontréquelasuite (vn (A)) est avaleursdans 2L , ]% est strictement croissante, et apour limite 1.

I.B.2.a.* Larelationderécurrencequi régit lasuite (v, (4)) s écrit :

1=V (8) =1V, () = CAV, (8) + CAV, (8)* = (1-v,,(B))1 - CAv, (1)) . Comme v,,(A)= % ,ona:

1—CAvn(A)sl—% et comme v,,(A) <1, onafinalement :
CA
(1-va (@)~ CAv, () = (- Vi (B))H- @sout 1= Vg (8) < (1- v (8) - W@
* L’inégalité précédenteimplique: 1- v (A)<(l—v (A))@—%EP soit: 0<1-v (A)<@—i@_%g
B N "CEETN N
. CA g .01 cA
Comme g<CA <1€tqueN > 4,ilestclarque: 0<1 W<1.Laserledetermegeneral@ ﬁ% Wgestunesene

géométriqueconvergente, etlasériedetermegénéral 1 - v, (A) est donc convergenteelleauss.

I.B. 2. b. Ladéfinition : x, :zl_v—cnsz implique: X)r(1+1 - 11__V\r,1+z(AA)) '1—1CA .
- n n

Larelation: 1-vy,,(8) = (1— v (A))(l— CAv,, (A)) trouvéeen . B. 2. a conduit aorsa:

Xy _ 1 COV,(A) 1+ CALvi (2) .Onsaitquel-v,(A) » Oguandn — +oo. Il enrésuite::
Xn 1-CA 1-CA

U cA 1 )2
INXpeq — INX, = Inﬁ+ = ;A )§~ 1_C?:A (1-v,(a)) quendn — +oo.
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Lessériesde termes généraux : cA 1-v_(A)) e : Inx, —InXx, sont deux sériesatermes généraux positifs équiva
g 1-CA n n+l n

lents : ellessont donc deméme nature, et lasériedetermegénéral Inx,,; —Inx,, estdoncconvergente.

n-1
[.B.2.c.Ona: Inx, —Inxy = Z(Inxkﬂ—lnxk),qui apour limites quand n — +o0. Il enrésulte quelalimitede Inx,,
=0

1 . g 1 10 ) , .
est: s+Inxg =s+|n§[—ﬁ§. Lalimitede x, est donc: eXpBSHHQ—N _Q_N% , qui est un réel strictement

positif. En conséquence : 1- v, (A) = x,(1- Ca)" ~ Q—%Ees(l— CA)" quand n — +o0,

|.B.3.a.0npose: y, = (A) 1 vient : Yn+ - Vn+l(A) ll_Vn(A) _ 1 .
( <»<1 " T W) T
Nous avonsvu que: Vo1 (A) = v, (a)(1+ Ca - Cav, (a)) et que: 1- v, (8) = (1- v, (a))(1-Cav,(a)).
i enréaite: Yot - 1+CA—CAvn(A)_ L gon: Yo 4o 1+CA - CAv,,(A) - (1- CAv, (A))(1+CA)
Yi 1-Cavy(a) 1+Ca Vi (1- cav,(a))a+ca)

Lenumérateur sesimplifie et apparait égal a: C2A%v, (1) , ensorteque:

Yna —q4 CZAZVH (A)
Yn (1+ca)(1- cav,(a)) -

I.B.3.h.* Lafonction: u. In(l+u),définiepouru > -1, apour dérivéeseconde . Cettefonction est donc concave,

(u+1)
ce qui implique que son graphe est situé au-dessous de ses tangentes, en particulier de satangente al’ origine, dont I’ équation
est:y=u.llenrésulte: In(1+u) < u pour tout pouru > -1.
Si I’on neveut pas utiliser laconvexité, on peut éudier lafonction auxiliaire : ¢ (u) = u—In(1+u) .

e Cetteinégalité: In(1+u) < u, appliquée au résultat delaquestion 1. 3. B. a, conduit a:

Chvy(8)  H_  Cv(8)  _ CPv(8)

+CA)(1-Cav,(8))T (L+CA)(1-Chv,(8)) ~ 1-CAv,(8) -

Yn+ H
Ny, —Iny, = Iny —In%+(l

n

A 272
va(8) <1 ,d’ou:lnyml—lnynsCA

Puisque v, (8)<1, ona:

1-CAv,(a) 1-ca 1-CA°
. Y S 0%
E In—= - = - .
n conséguence Inyo Iny, —Iny, ;(Inyn+1 Inyn)sql_CA
Par ailleurs, il est clair que y, = Vo(2) — ,d’ou:ﬁ: (N-1)vq(8)
1-vg(a) N-1 Yo (L-ve(a))2+ca)?
(N - 1) (A) H oo
Onaaing démontré que: In%[l v ESql_CA.

|.B.3.c. L"expresson de Yot trouvéeen I. B.3.a montreque 2L > 1, cequi signifiequelastiite (v, ) est croissante, d ol
Yn Yn
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I’on déduit : —>1 Lerésultat del.B. 3. c. seprécisedoncans :
Yo
1 (N-Zvg(a)

0<InD(1 Vq )1+CA a

|
O, 5l
NIRRT

Soit q = m D. Onsait quelalimitedegd, quand A — 0, estt (question |. A. 2. a.). L’ encadrement précédent permet donc
FN=

(N-Dvg8) 5 o o (N-Dvg(a)
o affirmer IlmlnD(1 @)rca O’dou'(l-vq(A))(1+CA)q =1+1).

On démontre commeen |. A. 2. b. quelalimitede (1+CA)?, quandA — 0, est gCt,d'ol:

N-=-1)v, (A Ct 1-v,(A
(lT):(qA()) =1+ o(l))(eCt + o(l)) =e“ +0(1) . En conséquence, lalimitede 1:/?/iA()A) est: I\(Ia—l ,lalimitede v:((i) )
est: (N —1)e‘Ct,IaIimitedeL est: 1+(N -2)e™ ,etenfin:

vq(8)
1
lim t/A]( )= T (N-1)
|. B. 4. Lardation donnée équivalt a: () CEIL —1%, pourtout t OR . .Lafonctiont . - h'(tz est ladérivée de
hr)? Chit) O ht)

H(t) = h() etlarelation précédente s écrit : H'(t) = C(1- H(t)) , et cettefonction H(t) satisfaitalamémerelationquela

fonction f (t) delaquestion|. A. 3.. Onendéduitimmédiatement :

H(t) =1+Ke™", ol K est une constante, donc : h(t) = 1?(;“3‘ Lavaleur deK s obtientenfaisant t = 0, cequi donne::
+Ke
1 1 . . 1 . - s .
—=h(0)=———,dol: K =N -1,etfindement : h(t) = —-.C estlavaleur delalimitetrouvéealaquestion
N 1+K 1+(N -2e
précédente.

Partie Il. Propagation probabiliste

ILA.Soit n ON et r O{0L...,N -1} .Alinstant (n+1)A , il resteexactementr personnesnoninforméess et seulementsi :
e oubien: alingant nd, il reste exactement r + 1 personnes non informées & une de ces personnes est informée dans

I'intervalledetemps [nA, (n +1)A] ; laprobabilité decet événement est :

Ro(Ar +2)BA(r + (N - (r +1)).

e oubien:al'ingtant N4, il reste exactementr personnes non informéeset aucune personnesupplémentairen’ estinforméedans
I'intervalledetemps [nA, (n +1)A] ; laprobabilité decet événement et :

R.(a.r)(1-par(N -)).

Laformuledesprobabilitéstota essetraduit doncpar I égalité :

P (A1) = Py(Ar +1)BA(r +1)(N ~(r +1)) + Pn(A,r)(l—BAr(N —r)) , cequi est laformule demandée.
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[1.B. 1. Laformuletrouvéeenl. A., appliquéeaN =4 et A =1, donne, pourr =0, 1,2, 3:
Pw1(1,0) = P,(1,0)+3pP,(L1), Pra(L1) = (1-38)P,(12) + 4BP,(1,2), Poa(1.2) = (1-4B)P,(1,2) +3BP, (1, 3),

Pw1(L3) = (1-3B)P,(1L3) . Ceségalitéssetraduisent matriciellement par : U, = TU,,,avec:

m 3B 0 0 [

D 1-3 48 0 o o
T= . Cette matrice dénomméeT est Triangulaire...

I

m o0 0 1-3BO

I1.B. 2. a.Lesvdeurspropresd’ unematricetriangulaire sont ses coefficientsdiagonaux, soit : 1, 1-4f3 ,1-33 .

(xQ
g

O .
il telsque:
oo
oo

Lesvecteurspropresassociésalavaleur propre 1 sont lesvecteurs =

0 3p 0 0 Ox0O ED%

BN
% _SB 45’ 30 %V;E: Q)E’ cequi donneimmeédiatement : Y =z =t = 0, etlesous-espaceproprecorrespondant est
0 4B 3B P g
M o 0 -3pOtd O

ladroite vectorielleengendrée par levecteur : V; = T
0
od

Ontrouve de mémequelesous-espace proprecorrespondant alavaleur propre1- 43 estladroitevectorielleengendréepar le

030
s
vecteur : V, = E_l O Et enfin, le sous-espace propre correspondant alavaleur propre 1 - 33 est ladroite vectorielle engen-
o 0
gono
01g
g
z . _ Er
drée par levecteur : V, = 0o O
o O
ooQg

Il ' existe donc pas de base de R 4 constituée de vecteurs propresdelamatriceT : cettematricen’ est pasdiagonalisable.

o0 OO gino
EVD EVD [l ]E
I1.B.2.b.Lesystéme: TDZE: (l—SB)DZE+ E—O o Séorit: Py =1, -By + 4Bz = -1, —Bz+3Bt = 0, qui serésoutimmeé-
oo oo g o
o0 o0 000
1 1 1
diatementen: y=—, z=—,t=—.
R AR
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00 ]
U ( B) U
1. B. 2. c. Désignons par V, le vecteur : EZ%: (6I3) E trouvé a la question précédente (I1. B. 2. b.), qui vérifie:
U 0
HaN U

TV, = (1— 3B )\/4 +V3. Saquatriéme coordonnée n’ étant pas nulle, ce vecteur n’est pas combinaison linéairede V;,V, V5.
Lafamille (Vl , V2,V3) est condtituéedetroisvecteursproprescorrespondant atroisvaleurspropresdistinctes : cettefamilleest
donc libre, et commeV, OVect(Vy,V,,Vs) , lafamille (V1,V,,V3,V,) estlibreauss, et ¢’ est donc unebase de R 4.

Ona: TV, =V, TV, = (1- 4BV,, TV5 = (1-3B V3, TV, = V5 +(1- 3B)V,.

Danslabase (Vl,Vg ,V3,V4) , lamatrice de |’ endomorphismede |R 4 canoniquement associéaT estdonc :

a o 0 E
S—%) 1-4p3 0 0 0
‘Eb 0 1-33 1 E.
m o0 0 1-330
m 3 1 0 E
| o oo 4 -1 YY)
Lamatrice de passage delabase canonique alabase (Vl,Vz,Vg,V4) est: P= D 1 o J/(GB) O
U u
O 0 0 1/(18p)d
Onadonc: S=pi1p,dol: T=PSP™.
ma o 0 0 E O 0O OE
I1.B.2.d. Po -D—le_46 0 ODetN—EpOOODCd atrices vérifient : S=
.B.2.d. Posons: _S) 0 1-3 0 S —g) 00 1%. es deux matrices vérifient: S= D+ N,
m o0 0 1-3B0 O 0 0 0O

NZ2=0, DN=ND = (1—3[3)N . Puisque DN = ND , on peut calculer S", pour n ON", au moyen delaformule du bi-

nomedeNewton: S" = (D+N)" = D"+ CID™*N =D" + n(L-3B) "N ,soit :

a 0 0 0 E
SH_B) (1-4p)" 0 0 O
"% 0 (-3)" n@-3p)"C
0 0 (1-3p)" %
o 0 0 0O
Ep U
I1. B. 3. Puisque 0<l3<1 il etclarque: 0<1-4B<1-3P<1,dou: lim S" = 0 0 0 matrice que nous
4’ ' T s oo oY
g u
(O 0 0 0O

désigneronspar S,, . En conséquence, lamatrice " = ps"p ! admet unelimiteégaea: T,, = PSP ™. Lecalcul montre

que: PS, =S, ,dou:

ElOOO%:abcd%[&bcd%
T:PSP‘1:SP-1:EPOOODj** *D:EPOOOD
® ® ® b 0 0 Ol » » «0 [p o0 o0 oU.

0 M O O O

M 00 O * * *J M 0 0 00
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I1. B. 4. Lasomme des coefficients de chaque colonne de lamatrice T est égale a 1 (' est une matrice stochastique). Il en

résulte que: LT = L. On en déduit immédiatement que LT" = L pourtout n ON, d'ou: lim LT"=L=(1 1 1 ).

n- +oo

Eg b c d%
. . . 0 0 0 .
Mais par ailleurs, nILerLTnzLTmz(l 11 1)Bb - 0%z(a b ¢ d),doi:
M 0 0 00
% 11 1%
. 0 0O
@bcd=@111 1),etf|nalement:Tw=g) 00 OE.
M 0 0 0O
LoD @ 1 1 1000 MO
U U [l U
- _ RELYO_ 0 0 OFPr_(or
I1.B.5. Lalimitede U, =T"U,,quand n — +o0,est: T U, =T, 0= 0= B
0(]’2)% D 00 oby b
»L3)H ™ 0 0 oMl MO
e
Comme U, = :(LZ)D’ ceci setraduit par : nlerm R (10)=1, nILTw P.(11)=0, n'lrIL, P.(L2)=0, n|erm P,(L3)=0.
(137

I1.C. 1. Pour i 0{1,2,...,N}, notons (W,); lai-éme coordonnée du vecteur W, , en sorte que: (W), =P,(4,i-1) . La
formuledelaquestion 1. A. setraduit par :

(Wher), = Poa(Ai=1) = Ry(8,i ~)(1-BA( —2)(N - i +12))+ Py(4,1)BAI(N i)
= (1-BA(i ~I(N i +1))(W,), +BAI(N —i)(W,),,, , pour i O{12,....N -1} , et bien sir :
(Wn+1)N = (l_ I3A(N _1))(W”+1)N :

Notons (R)ij lecoefficient delai-emeligne, j-eme colonned’ unematriceRaN lignes et N colonnes.

=z

L égalité: W,y = RW, setraduitpar : (Wha), =) (R);(Wh), -

W

L’ égalité précédente est bien de ce type, avec : (R)i'i =1-pA(i —)(N -i+1), (R)i,i+1 =BAI(N —i), et (R)ij =0 dansles
autres cas. On trouve une matrice R qui est une générdisation delamatrice T delaquestion 11. B. 1. : une matrice triangulaire

supérieure congtituée deladiagona e principal e et delasurdiagonal e des coefficients (R) i+ » touslesautres coefficientsétant
nuls.

II.C.2.a LaprocédureCal cul 1 consiste aécrirelecalcul matriciel que nousvenonsde présenter :
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(*************************************************************************)

PROCEDURE Cal cul 1(Var V : vecteur) ;
VAR j : integer ;
BEG N

for j:=1to N1 do
V[j]l:=(1-beta*delta*(j-1)*(Nj+1))*V[j] + beta*delta*j*(Nj)*V[j+1] ;

VIN :=(1-beta*delta*(N-1))*V[ N

END ;

(*************************************************************************)

I1.C.2.b. LaprocédureCal cul 2 consiste ainitialiser convenablement levecteur V, puisalui fairesubir i foislaprocédure
Calcul 1 :

(*************************************************************************)

PROCEDURE Cal cul 2(Var V : vecteur ; i : integer) ;
VAR k : integer ;

BEG N
for ki=1 to N1 do V[k]:=0 ; V[N:=
for ki=1to i do Calcul 1(V)

END ;

(*************************************************************************)

I1.C.3.Pour nON et r=N -1, laformuledelapartiell. A. devient :
Pra(AN —1) = B, (A, N -1)(1- BA(N - 1)) = pRy (A, N -1),

ce qui prouve que la suite (Pn(A, N —1)) est géométrique de raison p. Il en résulte immédiatement :

nON
P.(AN-1)=p"Ry(AN-1) =p".

\Y/ Vn
rr:ll <8V, b , cequi fait songer aux suites arithmético-géo-

g™ g q"

métriques. S'il existeun réela tel que: o = %a +% , dors lasoustraction decette égalitéal’ inégalité précédente conduit

a: el n (VO‘G),etfinaIement:

uf
0
q qm" 0

d
m—ors"’lElk/—” aD do '_H_GS%

q
Yn <q +§E§](VO -a)<a + §]|Vo ~a| <o +|vo —al.Sinousposons: A=a +|v, —a , nousobtenons|'inégalité

qn

Bl

demandée: v, < Aq".

Il resteapréciser queleréel a existebel et bien; il est éga a: d =q—t_)a.

n+1

I1. C. 4.b. Lacondition vérifiée par lasuite v, s écrit: ”*1 =t +—%ﬁ7 soit ; i —u—ﬂzggﬁ,witegéomé
a a

trique, dont lasommeest :
q ference
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Mais par ailleurs, cette somme est télescopique :

oo uDDu UM, fUp1 Upo [ [u [ d_u
Zﬁa—tﬁ R el i PR

Enidentifiant lesdeux expressionstrouvées pour cette somme, il vient :

n_a,an
un=bq a

+uga"
g—a

[1.C.4.c.Lafonction @:x . x(N - x) apour dérivée: N - 2x . Elle est donc strictement croissante sur %)%Eet stric-

) . . N ) .
tement décroi ssante sur % N E Cettefonction admet donc un maximumpour X = > cequi permet d' affirmer que pour

N N _N? . N . . B
tout xO[0,N], ona: @(x)=x(N - x)s?7:T.EnfaJt,cettemegahteestvrajedetoutxreel,etelledecoulelm-

. o N2 N g
I’ le: —_— - = - .
médiatement del’ identité remarquable n X(N = x) @E X
[1.C.5. Pour nON et r =N -2, laformuledelapartiell. A. devient :
Pua(8.N -2) =P, (a.N -1)(1-2BA(N -2))+ P, (AN -1)BA(N -1),,
et commeonavu alaquestion|l. C. 3. que: P,(A,N —1)=p"Py(A,N-1) =p", il vient:
Pra(AN =2) = Py (AN -1)(1- 2BA(N - 2)) + BA(N - 2)p",
cequi est exactement uneformulederécurrencedutypeétudié (et * dévissé™) alagquestionll.C.4.b. ,avec a =1- 2BA(N - 2),
b=pa(N-1), g=p =1-BA(N -1).
Laquestion|l. C. 4. c. nousassureque a # g , cequi est aiséavérifier directement puisquel’ égaité: a=q
équivaudrait a: 2BA(N - 2) = BA(N 1), soit: \ =3, cequi est exclu par I’ énoncé.
Laconclusiondelaquestion I1. C. 4. b. nousdonneimmédiatement :
p" - (1-28A(N -2))"
BA(N -3)

R(AN-2) =BA(N -1) +Py(A,N-2)a", soit:

P(AN 2)_E_; n_(l—ZBA(N—Z))n%,QU:p:l—BA(N—l).

I1. C. 6. Onvadémontrer par récurrence sur k que pour chague k D{2,3, ..N - 2} .1l existeunréel positif B, tel que, pour

tout n QN ,ona: Py, (A, N- k) = B,p" . Cettepropriétéest vraie pour k = 2, puisquenousavonsvu que:

N-1

R (BN -2) == "~ (1-2BA(N -2))" s:::"l n

-3

Supposons que cette propriété soit vraie pour un k D{2,3, N - 3} )
Rappelons laformule delaquegtion 1. A. :

Pra(Ar) = Py(B,r)(L- BAr(N = 1))+ Ry (A, r +2)BA(r + (N -1 -1).
L’ éudefaiteala question|l. C. 4.c. delafonction @:x . x(N = x) sur I'intervalle [0,N] permet o affirmer quessi :
2<r<sN-2,dors: r(N-r1)=9(r)29(2)=¢(N-2) =2(N-2) >¢(1) =N -1, et en conséquence:
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2 2
1-BAr(N -r)<1-2pA(N -2)<1-BA(N -1)= p.Onavudeplusque: (p(x)sNT ,dot: (r+D(N-r —1)SNT.

2
ll enrésuite: By (A1) < (L- 288(N - 2))R, (Ar) + BANT P,(B,1 +1), autrement dit

Pra(AN —k=1) < (1- 2BA(N - 2))R, (AN ~k~1) +mNTZPn(A, N-K).

n+l

Et en appliquant I’ hypothése derécurrence, il vient :

Pra(AN —k=-1) < (1- 2BA(N - 2))R, (A, N -k -1) + BANTZ Bp".
Cetteinégalitéest dutypeétudiéalaquestion|l. C. 4. b., et lesconditions associées sont réaliséesici.
Il enrésultequ'il existe By, tel que, pour tout n N, ona: Py(A,N -k =1) = B,,p".
Lapropriété annoncée est ainsi démontrée par récurrence, et enposant : A = By,_, , on obtient la propriété demandée pour
r 0{2,3...N -2} . Pour r =N -1, onavualaquestion|l. C. 3. que: Pn(A,N —l): p", etlapropriétéest encorevraie.
II.C.7.a.Pour nON €ty =0, laformuledelapartiell. A. devient :
Pia(8,0) = Py(A,0) + P, (8,7)BA(N -1)
et cette égalité montre quelasuite (Pn(A, 0)),@\1 est croissante. Or, cette suite est majorée par 1, puisque P, (A, 0) est une

convergeversunelimiteL telleque: 0< L <1.

P..1(8,0)- Ry (A,0)
BA(N -1)

probabilité. 11 s’ ensuit quelasuite (Pn(A, O))nm\r

11.C.7.b.+ L'égdité: Pyy(A,0)=Py(5,0) +P,(A,2)BA(N -1) équivata: Ry(A,1) = , €t comme

lasuite (Pn(A, 0)),@\1 est convergente, cetteégalitéimplique: lim P,(A,1)= 0.
Nn- +oo
» Alaquestion|l. C. 6., nous avons vu que pour chague pour chaque r D{2,3,... N —1} , 1l existeunréel positif A tel que,
pourtout N 0N , ona: P,(A,r) = Ap". Puisque 0< p <1, il enrésuite:
lim B, (ar)=0
 Lenombre depersonnesnoninforméesal’instant nA est: oubienO,oubiend, ..., oubien N —1 ; cesNévénements,

N-1
qui sont deux & deux incompatibles, forment un systéme complet, o ou : Z P\(A,r) =1, et par suite:

N-1
=1- Pn Cequnmpllque lim Pn(A1O):j_.

Nn- +oo
=1

=

[1.C.8. + Onavualaquestionll. C. 3. que: Pn(A,N—l):(l—BA(N—l)) s n=2H gors: ——1< n<; dou:

BE
%—@n(l—m(N ~2)2InR,(A,N -1) E%In(l— pA(N -1))
Ona: Lln(l— BA(N —1)) ~-B(N-1t quand A _ 0, et %—@n(l—m(N ~1)) alaméme limite. En conséguence,
A
IAiEnolnFTt/A](A’N _1)=e_B(N_)t-
« Onavualaquestion|l. C.5.que: P,(AN -2 _—gl BA(N -1))" - (1-2BA(N - 2))"H. Soit encore n = %E
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Le méme encadrement que précédemment montre que : lim (1 BA(N - 1))[‘/ Al _ g B(N-Dt g

. t/A — -
tim(1-2pa(N ~2))'"*) = 202 b5 ron deit enfin:

I|mInI%/A] A N - 1) N:;(G-B(N—)t _e—ZB(N—Z)t).

38

I.D. 1. Lafonctionf vérifie, pourtout t 01 : €™ f'(t) = —ae® f (t) + bel@ 9t | soit :

d - (a-a
a(eaI f(t)) =be® V" onendedit : ¢ f(t)= bea_ :

+ K , ou K est uneconstanteréelle. Lafonctionf est donc dela

forme: f (t) = a—t_)qe‘qt +Ke™,

I1.D. 2.« Lafonction Fy_; vérifielapropriété: F{_;(t) = —-B(N - 1)Fy(t) . D’ apréslaquestion|l. D. 1., cettefonction
est donc delaforme: Fy,_ (t) = Ke™PN 3. Lacondition supplémentaire : Fy_;(0) =1 implique: K = 1, etfinalement :
Fu(t) =€ P(N2E,

« Lafonction Fy_, vérifielapropriété: Fy_o(t) = B(N —1)Fy_4(t) - 28(N - 2)Fy_5(t) , soit :

Fao(t) = B(N ~2)e PN - 26(N - 2)Fy 5 (t).
D’apreslaquestion|l. D. 1., cettefonction est donc delaforme :

(t)= B(N-1) e BN 4 a2B(N-2)t = N =1 p(n-1)t | o-2B(N-2)t
N2 op(N -2) - B(N -1) N-3 :

Lacondition supplémentaire : Fy_,(0) = 0 implique: K _—% et finalement :

Fuos(t) = s_;( B(N-1)t _ —ZB(N—Z)I).

 Onretrouvelesvaleurslimitesobtenuesalaquestion|l. C. 8.

Commentaire

Un probléme des plus intéressants, avec un théme unique: la propagation de I'information dans une population.
Pour traiter ce théme, e probléme met en oauvre les divers outils mathématiques du programme: Andyse, Algébre
linéaire, Cacul des Probabilités, sans oublier des questions d'informatique.
En raison du sujet chois, cet énoncé fait beaucoup de place aux suites. || ale mérite de proposer des techniques de
majoration et d’ encadrement qui mettent en lumiére la finesse de I’ Analyse mathématique, laguelle ne se réduit pas,
et loin Sen faut, & | gpplication automatique de formules apprises par coaur.

On a pu regretter une certaine lourdeur de notations dans la partie |. Dans les questions ol A reste fixe, on aurait pu
noter u,, cequel’ énoncé notait un(A) : on obtenait aing des cdculs plus smples. Rien N’ empéchait les candidats de
faire preuve d'initiative et de conduire leurs caculs en dénommant provisoirement u,, la suite en question, en
signaant explicitement cette modification sur la copie. Ou bien de faire comme |"auteur de ces lignes: de procéder
a cette modification au brouillon, en rétablissant sur la copie la notation de |’ énoncé.

L’ auteur de I’ énoncé s est sans doute refusé a cette smplification pour préserver une unité de notation, et la notation
u,(2) éait indispenseble dans les questions o A tend vers 0. Ces questions sont du plus haut intérét per le lien qudlles
éablissnt entre le cas disoret et le cas continu.

Un probléme de concours n'est pas seulement une juxtaposition de questions testant des connaissances, il dait étre
aussi un auss un travail mathématique cohérent qui apporte quelque chose sur e plan scientifique, et I’ on peut dire que

ce but et attaint ici
(R@Q%fmm
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