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+00
On rappelle quelafonction ™ est définie, pour x > 0, par : I (X) =IO t*te'dt . Cettefonctionvérifie: I (x +1) = x (x)

pour tout x > 0. Pour n DN, ona: I (n) =(n-1).

e—x/bxr—l
Par définition, unevariablea éatoireX suivantlaloi I (b,1) ,avecb> 0 et T >0, apour densité: f(X):W S x>0
et f(x)=0 s x<0.0na: E(X)=bt et V(X)=b%.

Partie 1

1. 1. Soitr un entier strictement positif (I’ énoncé sembleoublier qu'il existe desentiersnégatifs). Laloi du X2 ar degrésde
X(r/Z)—le—x/Z
r(r/2)27

libertéestlaloi I @%@ qui admet donc pour densitélafonction : f, (x) = sx>0etf(x)=0 s x<0.0n
a: E(X)=r etV(X)=2r.

n-1 k

A
1.2.a. Pourn = 1, I égalité proposée : € = ZO o e"‘t t™

dt e =1+ Ml
0 oD 1) S écrit - I , QUi estvraie, puisque

J’:e)‘_tdt =el = eAJje‘tdt =e (— e +1).

n-1
Si I"on suppose que cette égalité proposée est vraie pour un certain n ON , on caculel mtegraleI € _1), dt ay
tn—l n
moyen d'une intégration par parties: u=e', v = (n 1)I , dol: y=-gt et :W’ et
A tn—l
J’ et - I e dt et en reportant ceci dans|’ égalité proposée, il vient :
0
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N ~yk A n
e = Z}% +J’O et %dt , cequi prouve par récurrence ladite égalité.

1.2.b. Si lavariable déatoire Y, suitlaloi dePoisson P(A), A >0, dorspour tout k ON , ona: Y, =k)=e™ T

d'ou, pour tout n ON @ P(Y; <n)=P(Y, <n-1)=e?

Si lavariable déatoire X, suitlaloi du X &2n degrés de liberté, autrement dit laloi T (2,n), aorspour A >0, ona:

Py Xn—le—X/Z

P(Xon > 20) =1-P(X,, <2)) :1_.[0 mdx .Avecl'égaité: T (n) = (n—1)! etlechangement devariable: t :g,

A tn—le—t
J; (n-1)t a

Enmultipliant par ¢~ lesdeux membresde!’ égalitétrouveéealaquestion 1. 2. &, on obtient :

il vient: P(X,, >2\)=1-

-1 - -1
)\tnlet n k

1—IO mdt:e‘A ;%,soit: P(X2, >21) = P(Y, <n).

n ok
1.2.c. Laguestion 1. 2. b. assure que: P( Xy, > X) = P(YX/2 < n) = e’X/ZQH%@, ol I’on définit : Qq(x) = % Le

calcul de Q,(x) par le procédéde Thomas Horner seferait naturellement en posant : Y, :% €t Viog = VX +m,

et donnerait : y,, = Q,(x). Maisil est trés malcommode d avoir & calculer successivement toutes ces factorielles, et cela
comportedegrandsrisquesd erreursd’ arrondis. Alors, il est plusindiquédeposer : z, = (n - k)!y, . Cettesuite z, sedéfinit

X

par: 2 =1, z4y = z— - +1, etdonneaubout ducompte: z, = Qn(x) . Cet dgorithmesetraduitimmédiatement par une

fonctionenlangagePascal :

(*************************************************************************)

FUNCTI ON PROB(Var n : integer ; x : real) : real ;

VAR z : real ;
k : integer ;
BEG N

X :=xl2; z:=1;

for ki=1ton-1do z :=2z*x/(n-k)+1 ;
PROB : = z*exp(-Xx)
END ;

(*************************************************************************)

1.2.d.Pour A > 0,0na: Fs(22) = P(Xg < 21) =1- P(Xg >2A) = 1- P(Y, <3) =1-P(Y; 2).
Latabledonnéepar I’ énonceé (et sur qui il fautlire Y, aulieude X, ) fournitalorslesvaleurssuivantes:
Fe(2) =1-P(Y; < 2) 00,0803, Fg(4) =1-P(Y, < 2) 00,3233, Fg(6)=1-P(Y; < 2) 10,5768,
Fs(8) =1- P(Y, <2) 00,7619, F4(10) =1~ P(Y < 2) 00,8753, Fg(12) =1~ P(Ys < 2) 00,9380,
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Fs(14) =1- P(Y; < 2) 00,9704 .

A quoi il faut gouter : Fg(0) = P(Xq < 0) = 0 de par ladéfinition delaloi T (b,t), et évidemment : F5(x) =0 pour tout

x<0-
Graphe: ey

_ Xze—x/z

Onsat que F{(x) = fg(x) = Eicl pour x > 0. Il enrésulteque F¢(0) = 0, et quelegraphedelafonction Fy présenteun

point d'inflexion pourx = 4.
1. 3. a. Puisque lavarigble déatoire X; suit uneloi normale (gaussienne) centrée réduite, sa fonction de répartition est :

P(X1< ) =ﬁf5“2/2dt =®(x) . Larépartition de X2 estdonc, pour x > 0 :

F(x) = P(Xf < x): P(—\/;s X, s\/;):cb(\/;)—cb(—«/;) , ce qui implique que, pour x > 0, ladensité de X7 est:

f(x):F'(x):(DZE/;)+¢£& ):Jlﬁ

x Y2672 et biensir : f(x)=0 s x<o0.

e ¥2x Y2

ry2z ™

Par ailleurs, laloi du X > a1 degrédelibertéest laloi @%@ qui admet pour densitélafonction : 1(x) =
+00
x>0,et f(x)=0 s x<0.llenrésulteque :J’0 t¥2e V2t = Jom =T %Eﬁ,aquelavariablealéatoire X2 suitla
. 2 o , . , N . 1
loi du x? aldegrédeliberté, ¢’ est-a-direlaloi I %5@
1 I
1.3.b. Lesvariables XZ, X3 ,.., X7 sontindépendantes et suivent chacunelaloi I %5@ En vertu de la stabilité per la

sommedelaloi ", lasomme X7 + X3 +..+X2 suitlaloi I @,E@,autrementdltlalm du X? ak degrésdeliberté,

1. 3. c. Soient deux entiersr et ' telsque: O<r <r', et soient Xy, X5, ., X, ..., X, desvaridblesindépendantes
gaussiennescentréesréduites. Lavariablealéatoire X = X2 + X 2+..+ X 2 suitlaloi du X ar degrésdeliberté, etlavariable
aéatoire X' = X2 + X2+..+X2+.+X2 siitlaloi du X* ar' degrésdeliberté. Onatoujours: X' = X, et|’ événement
(X" < x) implique donc I'événement (X < x). Il enrésulte: Fy.(x) = P(X’ < x) < P(X < x) = Fx(x). Le graphe dela

fonction x . Fy () est situéau-dessousdu graphe delafonction x . Fyx(x) , et méme strictement au-dessouspour x > 0.

‘Refrerce

2 Numéro 20 * Octobre 1999




"l

=T
LY

Partie 2
2. A. Etudedesvariables X; .
2.A.1.Laloi delavariabledéstoire X; estlaloi binomiale B(n, pi) , SOn espéranceest donc : E(Xi): np; , et savariance::

V(X;)=np;(1-p;).
2.A.2. Laloi de lavariableaéatoire X; + X avec i # |, estlaloi binomiae B(n, p; + p,-),son espérance est donc:
n(p + p;) etsavariance: n(p + p; J1-pi - p;).

Onendéduit immédiatement : cov(Xi,Xj) :%(V(xi + Xj)‘V(Xi)‘V(X,—)) =

1
=>(n(p +py)2- P - py) -0 2= p) =0y (1 b)) = -y
2. B. On suppose dans cette partieque s= 2.
2.B.1.Danscecas,on a: X;+ X, =n e p; + p, =1, cequi conduita :
—np, =n= Xy =n(l-p;) ==Xy +np;, dou:
Xl_npl)z (Xz_npz)z 01 10

( 2 2 PLtPs _ npl ;
U. = + =(X, -np,) O— +—[=(X, - ,S0it :
n Py P, ( 1 pl) bnp,  np, 0l ( 1 pl — '—nplng

1~ P _ X1 = Npy _
Jeip,  fpy(1- )

2.B.2.a.0Onsesowient que E(Xl) =np; etV(Xl) = npl(l— pl) .D’ apres|’ approximation usuelledelaloi binomiaepar la

U,=2z%,002 =

loi normale, on peut donc approcher laloi de Z;, lorsquen est grand, par laloi normale centréeréduite N (0,1) .

Xy =npy
v npl(l_ pl)

vers+0o, versunevariable aéatoireXqui suitlaloi normalecentréeréduite N( ) Il enrésulteque U, = zZ convergeen|oi

2.B. 2. b. D’apres|e théoreme de Moivre-Laplace, lavariable déatoire 7, = converge en loi, quand n tend

1
vers x 2, qui stitlaloi I @EQ autrement diit laloi du x 2 a1 degrédeliberté (d' apréslaquestion 1. 3. a). Lasuite (U )
convergedonc enloi verslaloi du x> aldegrédeliberté quand ntend versl’infini.

1

1
2. C. On suppose danscettepartieques=3etque P1 =P, =— e P3 :E'

4 n nfd 2 n .
2.C.1 Ona: U,=— l——g+ﬁx2 ——gm—ﬁxg——g.TraJtonsIecontenu du crochet :
n 4 4 g n 2
I'e M
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1 10 2 01 1
=% - X,)? +§%1le + X2 =X, - X, +%+2X1XZE:§(X1_ X,)? +§§xl+ X, —g
=%(X1 - X2)2 +%% - ng . Enreportant ceci dans|’ expression précédentede U, , il vient :
2 4 n[f
Un :F(Xl_ Xz)2 +F§X3_EH =275 +Z{ . CQFD.
2.C.2.llestcair que: (%)= E(X) =2, E(X)) =2, V(X)) =V(X)) =0 V(X;) =7

n

g - Onen déduit les espérances E(z)) =0, E(Z,)=0,lesva

cov(Xq, X,) = —%, CoV( Xy, Xg) = COV(X,, X5) = -

riances: V(Z)= inlv(xa) =1,V(z,)= %(v(xl) +V(X,) = 2cov( Xy, xz)) =1 etlacovariance:

cov(z,,2,) = %\/%cov(xa Xy = X,) =0,

X3 —Np3
A np3(1— p3)

laloi normale centréeréduite N (0,1).

2.C.3.0na: z, = ,commealaquestion2. B. 2. a. Lorsquen est grand, on peut donc approcher laloi de Z5 par

n
2.C.4.a. Danslasomme: Z T ,lenombredetermeségauxalest X;,lenombredetermeségaux a—lest X, , etlenombre
1=

determeségaux a0est X;. Cettesommeestdoncégalea X, — X,.Onaans prouvéque:

n
X1=X= )T,

2.C.4.b.Lesvariablesaéatoires T; sontindépendanteset suivent lamémeloi, d’ espérancem = 0 et d' écart-type o :%.

n
L'espérmcedelamoyenne%Z'l’i est: m=0,etsonécart-typeest : 9 - % D’ apreslethéorémedelalimitecentrée,
£ n n

121 convergeenloi, quand ntend vers|’infini, vers une variable aléatoire qui suit laloi normale centrée réduite

1
— T, —-m n

2 2
N(032).0r, Rl = S HZ T = \/%(Xl - Xz) = Z, . Ceci prouvequ’ on peut donc approcher laloi de Z, , lorsquen
o 1=1

Jn

estgrand, par laloi normalecentréeréduite N (0,1) .
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2.C.5.L"énoncéditquequandnest“ grand ", on peut assimiler lesvariablesaéatoires Z, et Z, adesvariablesindépendantes
gaussiennes centrées réduites. Déslors, d' préslaquestion 1. 3. b, lavariable déatoire U, = 22 + 22 suitlaloi T (21),
autrement dit laloi du X° & 2 degrésdeliberté.

2.C.6.a. Lafonctionr andon( 4) dulangagePascal retourneun nombrealéatoirecomprisentre 0 et 3, avec équiprobabilité.

Pour obtenir lescouleurs1, 2,3 wecl&sfréquewcesrespectiv%%,%,% il suffitdeconsidérer quel’ ona: lacouleur 1 quand

on obtient lenombre0, lacouleur 2 quand on obtient lenombre 1, et lacouleur 3 quand on obtient le nombre 2 oule nombre
3.Vaici uneprocédure Pascal qui réalisececi :

(*************************************************************************)

PROCEDURE Ti rage(Var C : Tabl eau);

VAR i, coul : integer ;
BEA N
for i :=1 to 100 do
begi n
coul :=1 + randon(4) ;
if coul =4 then coul := 3 ;
di] := coul
end
END ;

(*************************************************************************)

2.C.6.b. Onasocieaui-eémetiragelavariableaéatoire T, définied laquestion2. C. 4., etlasommedesvaleursprisespar T;

donne X; — X,.Voici unefonction Pascal qui réalisececi :

(*************************************************************************)

FUNCTI ON Di fference(Var C: tableau) : integer ;

VAR dif, i, T: integer ;

BEG N

Tirage(QO ;

dif :=0;

for i :=1 to 100 do
begi n

if Jgi] =1thenT:=(di] elseT:=di] - 3;
dif :=dif + T
end ;
Dfference :=dif

END ;

(*************************************************************************)

2. D. On suppose désormais s entier quelconque supérieur ou égal a 2.

2.D.1.D’unefagon générale, notons (A) ij lecoefficient delai-emeligne etj-eme colonned' une matriceA.
Lamatricede covarianceM est donc définie par : (M)ij = cov(Yi ,Yj) .

On sesowvient que : V(X;)=np;(1- p;) et que: cov(Xi,Xj)z—npipj pour i # j.llenrésulte: V(Y;)=1-p;, et :
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COV(Yi,Y,-)= —,/PiP; pour i # j . Ceci s écrit: (l\/l)ij =0 —4/PiPj , 0l O est le symbole de Kronecker, défini par :
O; =lg i=jetd;=0giz]j .Commelamatrice(éij) N est autre quelamatriceunitél, il enrésulte: p = | - N , avec

(), =7

2.D. 2.+ Lasmpleformuledu produit matriciel donne::

(NZ)U. = g(N)ik(N)I<j = Zin Piy/PkPj =[PP gpk =/pip; =(N), , cequi proweque N2 = -

0 -
PP 5 P P H
P2 P; % . pz% 0/p, 0
* Laj-emecolonnedelamatriceNest: Cj = .. g=4/Pjg - J=+/P;C, avec c=4., E-TOUSC&SVGCHJFS

U
o .. d o..d 0.0
U U
%\/pspj% Ps O H psg
colonnes appartiennent donc aladroite vectorielle engendrée par |e vecteur C. Lerang delafamillede cesvecteurs-colonnes
est doncinférieur ou égal a1, et il n'est pasnul puisque p; > 0. Cerangest donc égal a1, et ¢’ est lerang delamatriceN.

2.D. 3. Conformément alanorme AFNOR envigueur ajourd’ hui, nousnotons A" latransposée d’ une matrice/A, enabandon-

nant sansregret lanotation ancienne ' A.

Lamatrice N, qui est symétriqueréelle, sediagonalise surlR avec une base orthonormal e de vecteurs propres. Celasignifie
qu'il existe une matrice diagonale D et une matrice de passage Q tellesque: D = Q *NQ , et que cette matrice de passage
véifie: Q'Q=QQ" = I ,autrementdit: QUGL,(R) et Q" = Q™.

L’ égdité N2 = \ démontréeplushaut signifiequelamatriceN annulelepolynéme 42 _ . II s ensuit quelesvaleurspropres
de cette matrice sont parmi lesracines de ce polyndme, et donc ne peuvent é&re que 0 ou 1. Les coefficients diagonaux dela
matrice D sont ces valeurs propres, et sont donc égaux a0 ou a 1. Le nombre de ces coefficients égaux al est larang dela
matrice D, qui est lerang delamatriceN, égal al. Lamatrice D adonc sur sadiagonale s - 1 coefficients égaux a0, et un

coefficient égal a1. En ordonnant convenablement |lesvecteurs propres, on peut obtenir une matrice diagonaleD dontles s—1
premiers coefficients diagonaux sont égaux a0, et ledernier est nul.

llenrésulte: M =1-N=0Q(1 -D)Q*=Q(I - D)Q", etlamatrice | - D est bienlamatrice J;_, décritepar I’ énonceé.

S
2.D.4.¢ Ona: 4 = ZaikYk , Cequi montre que chaque varigble Z; est combinaison linéairedesvariablesY;, Y, , ..., Yz,

et comme cesdernieres sont centrées, forceest d’ en déduirequelesvariables Z; sont centréesellesauss.
.cov(Z- Z-)=covDS ay Y, s a YD= Sy aaj, cov(Yy,Yy) = = < (QT) (QT) (M), =
* Ona: i1 & % ik k’; jh h@ Zl;l k< ih ko 7h 21; ik jnt /kh
=3 (@), 3 (@), M0 = 3 (@, 7], =(@70), =(07), =(014),

Lamatricede covariancede Z;, Z,, ..., Z est donclamatrice Jg 4.

e Lavaiancede Z est donc : V(Z;) = cov(Z, Z;) = (J¢1) = 0. Aind, lavarigbledéatoire Z est quasi-certaine : elle
prend uneseulevaleur avec probabilité 1, et commeel le est centrée, cettevaleur est nulle.

S S S S
2.D.5.0na: Zi2 = ZaikYkzlaith = Z(QT )ikYk Z(QT )ith ,dou:
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5 2-3 5343 (07),(07), nenors

5 (@),(07), = 3. (04(0"), =(e2),,=(02%),, =) =80,

S s s s s-1

Il enrésulte : Zzlz = Z ZékhYth =ZYk2 =U,.Puisque Z =0, cetteégalitédevient : U, = ZZIZ .
Eil =1 A 1 =

D’ gpreslaquestion 1. 3. b., lavariablea éatoire U , suitlaloi I %%@ autrement ditlaloi du X° as- 1degrésdeliberté.

Partie 3

Si I'onfait|” hypothése queles nai ssances sont uniformément répartiesau coursdel’ année, dorslaprobabilité qu’ unenaissance
ait lieu durant lapéiode T; est égaleala proportion p, dejournées de cette période dans |’ année. On peut considérer n
nai ssances commen tiragesindépendantsdansun ensembledejoursrépartisenquatrepériodes T;, T,, T3, T,. Pouri = 1,2,
3,4, ondésigne par X; lavariabledéatoire égale au nombre de ces naissances survenues durant lapériode T, . Cesvariables
aléatoires X; sont les mémes que celles définies alapartie 2, concernant n tirages successifs avec remise dans une urne

contenant desboulesde s =4 couleurs C; enproportion p, .

2 (Xi - npi)2

- ,etd apréslapartieD, cettevariableaéatoiresuitlaloi du x 2 a s- 1 = 3degrés
=1 i

Onposedeméme: U, =

deliberté. D'ol: P(U,, <113) = F4(11,3) = 0,99.
On disposed’ un échantillon den = 8000 naissances, et I’ on ales proportions, autrement dit lesfréquences f; desnaissances

survenues durant la période T;. La vaeur de X; observée est nf;, et lavaleur de U, observée estipso facto :

4 2 4 2
(nfi—npi) _ (fi_p|) . - _
Z B n Z e Or, le calcul numérique de cette quantité pour n = 8000 donne 12,03, aors que nous
1=1 i 1=1 1

avonsvuque P(U , <11,3) = 0,99, cequi signifiequesousl’ hypothésefaite, il serait pratiquement certainque U,, < 11,3. Ceci
conduit donc arejeter I hypothése de répartition uniforme des nai ssances au coursdel’ année.

Commentaire

Ceproblemeportait sur uneloi deprobabilité: laloi du X 2 , €t enproposait une application, pour déboucher sur unequestion
destatistique.

On peut regretter uneou deux maladresses : “entier non nul” aulieu de* entier strictement positif”, et dansl’ annexe X, aulieu
de, .

Plusieurs questions concernaient les lois de probabilité classiques, ainsi que la convergence et I’ approximation des variables
aéatoires. LeCalcul intégral, I’ Algebrelinéaireet I’ Algebrehbilinéaire étaient auss misacontribution, cequi montrebien!’ unité
desmathématiques. Deplus, ce problémeapparait comme complémentaire du problémede Mathématiquesl, et cesdeux proble-
mescouvrent I’ intégralité du programme de mathémati ques des classes préparatoires HEC. Une bonne année pour lesannales.

|e-mail : cuculier@imaginet.fr |
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