Maths en
vacances

Francois Delaplace, Pierre Girard
Professeurs de Mathématiques, lycée Notre-Dame du Grandchamp (Versailles)

n cette fin d’année compa-
E rable & toutes les autres, le
professeur recoit ses étu-
diantsafin defaireun bilandel’ an-
née écoulée.
—Jai suivi vosconseils, j'ai acheté
des livres pour m'’entrainer, j ai
méme suivi un stage, maisjen’ar-
rive toujours pas aretenir |’ essen-
tiel. Lorsque je dois traiter une
guestion, j’ai du mal avoir lethéo-
reme ou la propriété a utiliser.
Qu’est-ce que je peux faire de
plus ?

Le professeur connait bien ce cas;
depuis qu'il enseigne, il en aren-
contré beaucoup confrontés au
méme probléme :

Pour mettre le cours en pratique, il
faut le connaitre et donc I’ appren-
dre, mais pour |'apprendre (et le
retenir) il faut “voir ou I’on va’, et
donc... I’ utiliser.

Comment sortir de cette boucle ?

— 1l ne faut pas distinguer les deux
choses, apprendre le cours et le

mettre en pratique, finit-il par dire ;
ces deux choses n’en font qu’ une.

— Concrétement, que puis-je faire,
reprit I’ étudiant ; je me demandais
s'il ne faudrait pas m’' avancer dans
le programme de seconde année
afin d’avoir un certain recul...

—Non, coupale professeur, on afait
beaucoup de choses cette année. |1
convient, pendant les vacances de
laisser se mettre en place les con-
naissances et les méthodes. Inutile
d’en faire plus.

— Alors vous préconisez un repos
absolu ?

—Cen'est pascequej’ai dit. Jevous
invite seulement a ne pas commen-
cer le programme de seconde an-
née. Les themes abordés reposent
sur ceux de cette année. Faire
I étude d’ une notion nouvelle sans
avoir lesacquis, ¢’ est prendreleris-
gue de nerien comprendre ou celui
de comprendre tout de travers.

Mais je ne vous invite pas pour
autant anerien faire. Si vous dési-
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rez avoir une certaine aisance pour
assimiler lesnotions du programme
de seconde annég, et je nedoute pas
gue ce soit aujourd’ hui votre inten-
tion, je vous conseille de fortifier
VOS acquis pendant ces vacances.

— Comment?

—D’abord, nerien faire, jusqu’'ala
mi-juillet peut-étre. Ensuite, jevais
vous donner une liste d’exercices
portant sur des pointsvariésdu pro-
gramme : suites, polyndmes, fonc-
tions équations, probabilités et Pas-
cal.

Vous devrez d abord, (re)faire des
fiches de cours sur chacun de ces
points : définitions, propriétés avec
référence ades cas d' utilisations...

Faire les exercices que je vous pro-
pose. Unerégle arespecter : ne pas
regarder la solution d’un exercice
avant de I’ avoir cherché.

Maintenant, bonnes vacances ; vos
succes|’ an prochain dépendent beau-
coup de ce que vous ferez cet &é.
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Equations

Exervice 2 Soitaer b deux réels tels que b a < b Mowtrer gre égnation on = fw ©

exditl et Lirte Sol RN M ohians |_U, +=-°l

Ftudice I2 poaleion selaive des courbier déquaions f(x}-ae™ ef gix] =™

Snalufion

Aprés une annde de (deiformardon, il est remarguable que lgs ddiants ne pensent plus qua
une seule méttiode devaat un daonce du ovpe:

Meowdtrer que Dguetion. . detel et folition anigue daes ..

Cetre médthode s¢ résume =n Fapplication dwn théorznn: souvent appels “le theéorime de L bi-
Jection”. Trng le cas présznt an ne vous snnacille pos de Fotilizer.

Wiz Alnrs comment faire?

Rappeler-wns dos mitcipes sinsples. Avant de conmwitre ce théorime, i une tele guesion
vous y répondicz o cherchant b résaudre USquution. Lo troovanl ome: solulion aodgee, vous
preuver Texistence ot l'onicité de lw aplution. Encare Gul-il bien procéder par Equivalence:
= =™ e I —ar=lidb-br

Doash ae
D=a<h, fe“=he " =(h—a)x=]nh—1na
El por suite:
- Iné& 1
Duawh g =he ™= az
b—ir

Leréel & élanl plus grand que a, la valeur de .y trouyée 251 pagitive. Ce qui prouve que I'éqoa-
tiam admet hien une razine dans [i.L +m[ et que cebts nwine est wnigue.

Pour délertoioer Lo pusiton relalive des courbes des Ronelions el g, 1] est vinernent decon-
veilber de vherclwer le sipme ode TeY  glcd; vous aarez plug vite faic de rdsoudre Findquation
JUx) < e, pac exemle,
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% o™ fo g - ax < Ind—tw

[HE T TR ]
Oza=h, ae™ <bed™ (s(b-ajrslnh—lna
El par suite;
Oxgch @ “ﬂ:JJe'“:x-\:tni_—h-‘-a
-4

Tl en résulte qoo

I8 coucbe de £ st en derenur de la courbe de g pour xE i). ]—n—z Lua"l
3 i
Ta courhe de o aw dessus de [cowde Je g pour xe 1% -
H A -
Probabilités

Crnaeil e FEVISIons 307 18 4ENOmETemEent
11 fuud absolument copnaitee i ¢t p &ane dae entiers namrek: non nuly), Te wonibee de p-listes,
Te nombre de p-listes sans tEpeoton. e uobne de pacties & peléuents O an ensembls de cac-
dinal « ainzi que le nombre de p-listes swictement crofsvamles de {1, -, &1 112 nombre de #—
fiztes da {0 1] contenane p fois 1. Ced Mygure siuewwol uelogue gerl dans snaoee conrs

Exercice [T Solopr v or p dewe antiers narets 22 ely e veegs.
Uine waa contlent dey bouled numdrandes de 0 dn, On effecte ptinmes saccersi® dune
Banele ovec pemise.
AT Dualle ant ba probakilit que les mumdroe dex Beade dirdes solent tous diffframs ¢
27) Quelle afr iu privvuilitd quan mainy dews bowley drdes cival e méme manene 7
3%) Qralie aar L3 prodakititd qu eractemen) deur boules lider aient te méme nancm ?
B- Pour rout serter & siviciemend positll of iyféeinus i dgod g, o0 nate ¥ be oo die e
¥ baute tivde
1% Chuetls ext b probubitied g8 paise g enties D atictentent po sty of Giperour on dgad &
-1 el que

Nz Mg ?
2¢) Umigeernent oy eothe sppwestiom, on fove dewx entiers distings i el f sdriclament Pt e
mfdrienr au vl G

o) Ceoelle et Bex prrefralo ting gque NG =1 1

B3 Ouelle exf la predcdiiitd quee M =1 ot Ny =
37 Ehvrelle oxp b prrodndailind il existe au meodns m enfior § siriclonesae (sl et inférieur on
ool &p tel pue

Ny =L
C- Repromdre tes queations 8- 27) gt 3°) dany o ooy o & 1Erages SLCORRTTE €F SORT TERtive
Coforer: gr=n) puis caleader fa Sinize ofe Peamresaioor ebtore Idgee o teid verm e

Solution

Le césultat d'une expétience de s tirager d'une bauwle uves mertise se modéliss par wne
Nisde e {1, ..., n}. Soit donc L2 1 ensemmble des p-listes d¢ { 1,. .-, #). Laa &vénements
élemenaires sant dquiprobables.

A4-1%) Sait 4 = « los numérea sont tows ditférents #: A est mudelisé pir Tenseille des o-

Trsbess sana répécdan de |1, ... 2] oo doms
i) AP
pray=——— ="
crd B R

223 Soit 8 = ¢ An mcins deux howles ont 1o mEme numéno »; T= & dons M= - pid

3% Suil C=« casctonear denx Laules ont o mPme ouméro w; O el done L'ensemlile des -
fistes de 11, ..., a} comprenant 2 temeca identiques ot une (p 2) lisie e 11, L., sz} e onnte-
ik pas 1 werne dédoubl £

Pour consouire un élément de ©, on choixil wn démene de [ 1, ..., o}, motons-le o (@ chedx )
pour chseun de ves clia on place o denx fois dans ues p-lists de (I, ...oa6) 0 c'estoaodine
uron choiedl iy Guoill= de deuy nemdme dans {1, n} (o2 chods); il resle § compléler

aver une (p-2)-lste sans répétiton de [1, .., 2)-(&) (AL chads), Aw wtal

2 ogp ner Al
camd(€h = 3 AX 2 etdnne p(f7= ——=L
L
B-17) Soit O Uéwinement contruine c'esl & dire D= Wit -1, nnat N, < N, » D est done
I'eosemble des p-lisfes sirictement croisgantes de {1, o, A, an suil doapeés e cours gue

4

ourd{ 1y« 0 2 alom: ng"Jl)-:_ el par sullc '[.LJ] 1

2oa) Boi F=w =1 Fcel T cosemnble des p-listes de |1, 6] cunleoil ¢ b L ™ A

[eriag eeanatewive une telle Tigte om place ¢ Cqua st (a8 D ada S e plmx: el v ol e AV e
hidl
o) T o), Done piFs =

mutant de chances que les annes de se wowvel 3 la E—lbmc plmj

b) Svdl = w Ny= et N; = fw; o' oublions pas que § ey sone fixds. F ea I'ensembte des p-listes
de (1. =, m) suntenant § & Ja #A2° ptace ot f 4 Ja J5° place. Pour construire une telle fisis an
phice § L dun placcs numdas [ o, ot on complite avec wne (p-Z-Lse de {1, =, n} i

chuis), Trone :

Y= =
3%} Bail & = w il exigre & & p el gue M=k = Qo a dons & ="vk=p, Ny A K" poar cons
ITuire g SlEment de 7 on choisit un Slemenn dx 12, - x ) el on leomel i e preéne plice
(= 1 cheix), puis on choisitun dlémentde {1, 3, ., #] ot op Lo met i L densi@me piace

(7 — Ly cheix, gig.,,, e on condnoe jusqu’a la case g Done -
eard(=(1 1Y En canclusion:

P
p((F}=;N—LJ siopse,
f
C- D ce g &8 et | engemble dew pommiations de {1, . 6} Dong curd (5l
1% Suit £ = « Ny = { »; F cst 'cnacimble des pormutetions de [1, ..., A] coolenant £ 3 D e

pluce. Pour cobstruits unc telle permutation oo place f (gud est Jixd 194 Lo ™ place w an
compléte avee une permutation de |1, ... a]—]§] (=11 chois), Lom:

pE= L
,.
37 Boit £— =« N “iel MN; =i w; atouklions pas que S et § aonc fixés. Foeclonscrable des pee-
mutations de £, .., 5] contenant ¢ 3 1a 7™ placs ot j 2 1a f™ place. Pour construire une felle

[p-1jdiste de [ 1, .. —{c cet notmal puisque La boole §

ard

Donc :
M= =3y L
al 's{n 11

3°) Plos généralementt, §i & est un ender & A otsl b,

I gl eles enliers deux & devx dis-

tincts, la probabilité de I'évéhetnent (& =43, ", =i Jes o FH
l']
Soil G = o llexdstc &« o tel que N— & ». MOLOOS | polle TOUC { =3 B Gy= « My= £ 5 {7 Pest plus
fing ). 1wt clalt que i =| i, - Dons J'wpres 12 forinle di erdble
n 1, . in—kil
pEI=Y 0 TP, =nporim, =gl M-t RS
Nml [T " T frefy o ipndn al
Xl
El =t
A5 s En
(A ce propos rappelony que si E est un ensambile find, El = ceored [Eped que e nomdiee de k-
K
. %
listes sirctermenr renissanrcs de [1. ... 1) esl C,, il

Lrans: ;
- P+ A f"-‘_k ! 3 5 1
=R BT
] " k=) K
foi e se simplific pas muiy dont ka cél2bre Himite Jorsque # tend vors +oo esl:

- e
Topr La-$ o 2oL
r "l bl &! [

Les probabilités conditionnelles

Pour ce chupitre, il faul réviser Ta notion de probobilité conditionnelle, Ja Torenale der proba-
bititds totaley, lo Fornole des profbalilitgs componsae, la formoule de Buyes,

Exerciveld On divnose de deaen pideey de monngie A er B: avec fa piece &, on ohtiont
pile qvec la probabilig 173, avee ta pidce B on obtent pile evec o prokidailied 342, O effeciue
whe sérte de laneers de b fugon suivante : OR cReliit ke piece g e ef o fa fakee 6 on
abtient pile on gimde lo pidve powr te lancer suivant, stiton on clunge o pifee. Calruler fe
probabitisd & obeenir pile we n™ fancer.

Solution

Saif (52, T, 7 um espace probalilisé usdlisanl veue siluation; Paur tont enter non ol &, ne-
m5 A g = = an ulilise la pidos A fus b Taees w8 = ot notons §% = » avoir pile lors de lancet

M7k w00 uherche #OF)

Cherchuons tour d’abord, pour tonl entiar won nul k; glA ).

k énant fixé supétienr ou égal 3§, le sysiéme i{! WA, }esl un sysioe cumpler d°Evénemnent,
done d'aprés 1a formule des probulnlilés wlates:

p[‘1b—l—"l = P{A-“—I i 'd'l }.Iq("‘i]-" F{AM-:I ! Ai ]pl:ﬂ‘:]

Miis piA,, /Aesla pmbehilitd de garder fa pitce A oo rk+1)" lancer sachunl gu'on
I"avalt défa; o est dorw lu probabilits o' wveir pile avec L plece A o'est a die 173 de méme
PlA 4 A et la probabdlié de prendes o pitce A au [+ 3™ lancer sachant gu'on ovait La
pive B auparavanl, ¢'est done 13 prohabilied d'svair facs avec 1a pidos B ¢est & dire L4, Cm
en déduit ;

p(r\}_..1=lp(ﬁk3-§p@u

3
PN = pla 42
g T4

1 1
Pl = o4 )+ l0-
esl dams unss suils amithmsleopdamd rigee goe 1700 maite selon 1o md-

4
La suits [:pﬁﬁfj:lm\.
Ltode habitnzlle, o'est i dirg, pour résuncr
an cherche son point fixe (solwtion de ¥ = x/12 + Lid, on froyve x = 3#11; lusuite
o kK
[ M ——J

&5l peaatrique de raison 1712 0ol pourtm:t chtizr & nom nul:

o

1\
p(dl}—— |p(r’aa ][ﬁ)
daine
vt s 5[1“'L 3
snr=p-olE +oemlsl u

Railin, ronjaurs avec le mdime systime complet d' Svénements, ona:
PIR) = pIA LA 1A+ pLE A )pia)

F{Pn]=%fﬂ&)+%p(%
1 3.
P(-"n)=:mﬂnl+;t'*ff(ﬂﬂl)
donc
3 a
S
PLF) ]2;3&-4“. 3
et donc
25 F1Y 7
#EI= 5 iz T

permulalicn oh place et aux places numdros £ ¢t f . ot on compléle avey yoe permmy b Ue
[Levaim) (471 ¢ - 20! cholx).
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Lesvariables aléatoires

Exercice Il Soltnunentizr natoret non nu of X une variable aléstsine lelie que
1]
Mpn={t . 0] DEuontrer que LG5 - E MX =k

bl

Selution

Natema Fla Fanetion de répaition de X . on a, pour tout entier & de X(E1),
DX =L) —pk—i <X = F) — fk)-0x-1)

{Utile & retenir pour 4 ouotras sxmccioss 7). Lons

)= kpx =k = ; k(P k) - Fek -1}

BX) = 3k Fib - SRR - - 3 AR - T G+
= = =} =Tl

&) = P eFik)-F (64 D
el kil

[ rol A ]
EiX) = YAF(- Y L F(R)— X Fik)=aF{n - ¥, F(R]
= A= ) ey
d ol puisque Fiwl=1-
E(X) =n—Y plX <k)=

ezl
E(X) =}jyfx PR pixzn
rall =)

c'est oo quil falluit prouver,

Fi-pxso)=T px =k
val el

Pascal

Exercicelt

e Fraer e ortler v seiicremens paritif of rou? entier k compris enere 1 et w, exprimer
CF paies far forme

=)
=it [ o
B Lo dédare wn mugmmmee gui dervcnds b Uoacllizarear un woribre ermer v e gud gi-

Jiche

=

L=t

|
3
Sedution
Om va wdliser la formle, valahle pour & et wentlers tels que | < & = omoel go'il vows Dodou
justifier? :
. oo P PR b I
TP P PR T FTEE R
Aller, ee n'est si dur; remanquer que le e nominglewr @ égal. s Laceerkel £ oL L L upndny-
tzur st éxal an tactoricl de g divied par e factorial de e £,
Pugyons maintenant an wogranime. Om définic d'abond une fonetion qul prend en arpoment
des noobres noed & el um rend le nembre ©F fon snpposc & = )t
prugram exul;
Tuovtion Coel{binink inegerhinteges

il

F e —i

i
Pl _pacliel

T INLEEeT;

= real;

hagin
Prod_|mntizl =1,
Ik =t then cagfflvin = f gl
Foric=h in k | dn
hegin
Frod_nartic] -= Prod_paroc] *(n—ivik—i);

Cozfibin .= oune(Prod,_ partiel); {on transtorme Te nambre de type real

cn nodnbre de bvpe integer |

Bt { An e 1a fancticm }

{déclaration dok wariables du programimeg prigejpal b

Yar  Hompart = real;
nk Cintcger;
Begin {ddhur dn programms prinvigul )
writeln'Dinnnez n'
vaadinfn);

Sompart =tk {wompart 230 donc 1a somme parbialle qui va conlenir duns oedre

-7
"a

l+i|+

1 1

—— .+

co

1
a

1+

L1+ t

for Ki=0 ) n o

Sompart := Bompart + 1A oefthindn k), {4 chague wur de bowcle oo nujunte % 1

wiitelod Késulian ' Sompurt
End,

Exercicel7

2y O gppelle, poser dod Eldamerd ee ), oy b sodnzian de O fquarton (B D wrdlisors G

Frnction précédente, dorire we progaiwete o Friche dek valeure opprochéer & 107 prde ol ey,
L, B2 BEIDO

Solwrion
pragram cxol;
tunction [X:realp:real; {commengny par délinic Ja fution £ 2+ 0}
hemin
froxtx®s + 51
il
Joonsrisoms cnrwioe Ta fonmedion ol 2w,
£ dtant strictemnent croissunle el cunlioue suc B et tellz que
lin Fix)— 4= ol Hm Fia =—= ella ept hijoctive de B ven I . Tuul entier natwe!
T 4 =

1t o deme bien un nnléesdeat per f. Lidquation A %= wodons wres sululion et une
zeule pamSe B,
Le princips ot eclui de la dichotomie @ /0 =0 = aenfind @ i done e €010 2]

&1 eLun remgpleee

+&
qu'an #ait que o, < {a. &l S+ FV2 7 nalos e e [".‘2

T+ a+h

2

pueur de [, 1] cat divisé par 2 i chaque fois el le beucle continne juagqu co que cotte
Tonguenr soit inférizune & 107, |

b] 2t on remplace & pur el winsi e spice,. . lalon-

a4k,
pur ELDIE X

funetlon o(niinteger)real;

war & b eal; {vamtables Lucalee dw T Tonction s}

Twin
a=1h
Tei:=ny
while {b—a= 00017 do
begin
if Finibw2) <mn lhen o= inth)f2 else hi=(a+hl2;
nd;
w=in4bLZ;
cnd

déclararion des varables du prosmmome gmingipal
var  Kkilategern

Muprymine principal
Regin

for k=1 0 100 do writelnf okl
End,
Arentinn! 0 nz pent pos permouter Lordre des deus Tongbons s Déeritoes de ca peo-
gramime. En cffct 1a seconde fooetion (notde w) uppelic ln premiéns (oot 7, ne pas aublice
qu'nn ne pout pus wiliser ce gl o'a pas dubonl $16 déclas,

Lxercicel8

1%1 Ecvire une procéolive QUi o PO arglimens dens sniiery 4 el voed qgul golemye e
contenus d2 2 er Y.

2=) Ecrire e procfeture, weitisam b prdcidente, gui o posr wrgumenta frets maimlret
endfenn iz, y 0 T of Ui lex B doms ovdee croissans,

Iy Ciiliser vws procédures powr GUnre ge progeonmee gl desode 3 nambies A
I nrlifzatenr er qgui fer qifiche dimy T'ondee ok oo,

Selution
program exold;
proccdure echangre{var x,y - méall;
| e dend ferme "var devant ©at v afin qu'ils pnissent £re modifics. .
Revnves e coura de votre professear  ce sijet! ]
| L'edles proceednre Achanga laz comtemis des vaniables x et ¥}
var  Temp . real;

benit

procedure wlivar 2.3,2 « real)
{eere prociédurs va Echanger ios coneenus de x, ¥ otz
de tefle fagon gu'ily seisnl ordennés Juns Vondne sroiseue]

hegin

if (x=y) then cehange(x ¥}, {on cst donc sur muimlensnt gue x <= ¥)

if (71 then echangedx:.z): [mointenent x st Lo plus peldl des 3]

if [y=7) then pchanaeiy.z); {on & muinteaume x<=y<=z]
andy

[ délaration das variables du pragramme principal b
var  abgereal

| propramme principoel]
Bepin
welrelu{ donwez 3 nomhrnosT):
readnlab.elt
rlia bk
writeiniabg);
End.

17} Ecrira wna fonction qui prend en @pument un Nombee eatior el o ef gut rend

wne valewr wpprochde & 107 pris pe d8fme de lo sotution de Uéguation 3 +xk=nr (En}

Operijor ephsidiaire: Feut-on dovive 1a procfdure " fvant In procédore "échanygs"?
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