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Congue comme une véritable lecon particuliere avec rappel de cours et méthodologie, je vous propose une
petite anthologie des thémes d’Algebre bilinéaire et polynémes souvent posés aux concours depuis les dernieres
anndes. Ils vous aideront & mieux cerner votre cours d’Algebre et & bien préparer vos révisions.

Commencons par un extrait d’un sujet d’écrit de concours récent :

E désigne lespace vectoriel des fonctions continues sur [0,1] et E,, le sous-espace vectoriel de E formé des

fonctions polynomiales définies sur [0,1] et de degré < n — 1.
On désigne par &; le mondéme X1, oni € [1,n], rappelons que (€;)1<i<n est la base canonique de E,.

,II Montrer que

1
(f.g) = / F(Hg(t) dt

définit un produit scalaire sur E. En déduire que E,,, <, > est un espace euclidien.
On notera || || la norme associée au produit scalaire , ).

2 I Soit la matrice carrée d’ordre n, H,, = (hij)1<i,j<n dont les coefficients h;; sont définis par :

1
hiyj=——
Y-

Montrer que H,, est diagonalisable.

n n n n

,EI Si P(X) = Z(I,;CXI“’1 = Zaké‘k et Q(X) = Zkak’1 = Zbké‘k sont deux polynoémes de E,. On
k=1 k=1 k=1 k=1

désigne par

ay by
A= : et B=

an bn
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les matrices colonnes représentant les coordonnées de P et de @ dans la base (€y)1<k<n de E,. On dit que P
est le polynome associé a A.
Montrer que <P,Q> = 'AH,B.

‘ﬂ En déduire que les valeurs propres de H,, sont strictement positives. La matrice H,, est-elle inversible ?

m Pour tout f € E, on pose 3; = <€, f> et on considere B et Ay définies par

B
B=| : Ay=H.'B
Bn
(€31 n n
On pose A = . On définit en outre Py(X) par Py(X) = Zaké‘k = Zaka’l, qui n’est autre que
k=1 k=1
Qp

le polyndme associé & Ag.

Soit d : E,, — RT définie par d(P) = ||P — f||.
EI Montrer que Vk € [1,n], <é‘k, Py — f> = 0. En déduire que VQ € E,,, <Q, Py — f> =0.
E Montrer que VP € E,, ||P— f|?> =[P — Rl>+ P — f|*
EI Montrer que d admet un minimum et qu’il est atteint en Py et en Py seulement.

9 | Montrer que || Py — fI|2 = [I£1I* = || Poll*.

Vous avez montré dans la question 4, que les valeurs propres de toute matrice d’un produit scalaire sont
strictement positives.

Le but des questions qui suivent est de montrer que, quelle que soit la matrice symétrique B = (bij)1<ij<n
dont les valeurs propres sont strictement positives, il existe n vecteurs libres (¥;)i1<i<n de E, tels que
bij = (0, T)-

Soit ¢ un endomorphisme symétrique de l'espace euclidien (E,, <, >) On suppose que les valeurs
propres de ¢ sont strictement positives.
Soit B = (€;)1<i<n- Rappelons que & = X1, ot 1 < i < n. B = (&)1<icn est la base canonique de E,,.
Soit M la matrice de ¢ dans la base B = (X""!)1<icn-
Que pouvez-vous dire de la matrice M 7
11 | Soit B’ = (€;)1<i<n une base orthonormale de E,,. Soit B la matrice de ¢ dans la base orthonormale

B’ = (£;)1<i<n- Quelle est la nature de B?

Montrer qu’il existe une une matrice orthogonale P, et une matrice diagonale D telles que B = PD 'P.

13' Soit A une matrice diagonale n’ayant que des valeurs propres positives telle que A? = D. Soit g
I'endomorphisme de E,, dont la matrice dans la base orthonormale B’ = (£})1<i<n est PA'P.
Montrer que g est un endomorphisme symétrique.

Donner une relation liant ¢ et g.

‘ 15 | On pose B = (b;j)1<i,j<n €t U; = g(&;). Montrer que la famille (7;)1<i<n répond au probleme, c’est-a-dire

que b;; = <77“FJ>

u Tout d’abord, il ne faut pas rater cette question basique, ce serait trés mal vu!

« Symétrie : (f,g) = /0 f®g(t)dt =g, f)

« Bilinéarité :
1 1 1
(afr +0¢2f27.¢]>:/ (01f1+(¥2f2).¢](t)dt:<11/ fl!](f)dtJrle/ F2g(t) dt = a1 (f1,g) + az(f2, 9)
0 0 0

La linéarité de <, > par rapport a g découle de sa symétrie.

1
o Positivité : <f7 f> = / F2(t)dt > 0, car I'intégrale d’une fonction positive est positive les bornes étant
0

dans le bon sens (ce passage est & souligner pour la démonstration).
1
o Définition : soit f € E telle que <f, f> = f2(t) dt = 0. L’intégrale d’une fonction positive et continue
est nulle si, et seulement si, Vt € [0, 1], f2(t) = 0, c’est-a-dire que f =0
(La aussi il faut bien mentionner la positivité et la continuité, sans elles, on ne peut pas affirmer que f = 0).
En résumé, <7 > est un produit scalaire sur E donc sur E,, aussi.

L’espace vectoriel E, étant de dimension finie, le couple (E,, <7 >) est un espace euclidien.



2y ¢00C 19IAuef o Lg OIDWNN [

ﬂ Méthode :

» A retenir: | Nous sommes en algébre bilinéaire, pensez & la symétrie de la matrice.

Comme
1 1
o= — = — = p
Y1 i1 Y

La matrice H,, est symétrique réelle, elle est diagonalisable.

EI Rappel de cours :

> A retenir: Rappelons que la matrice du produit scalaire <,> dans une base B est matrice

symétrique réelle A = (a;;) dont les coefficients sont définis par

Ty Y
Y =

Tn Yn
des vecteurs Z, ¢ dans la base B. Alors

SiX =

sont les matrices-colonnes représentant les coordonnées

n o n

(#,9) ="'XAY ='VAX = > aji;
i=1 j=1

Dans ces conditions, comme
ap b1
an 2%

sont les matrices colonnes représentant les coordonnées de P et de @ dans la base (€} )1<k<n de E,, montrer que
(P,Q) = '"AH,B équivaut & montrer que H, est la matrice du produit scalaire (,) dans la base (€%)1<k<n-

Pour celd, calculons Vi, j € [0,n — 1], (&;,&;),

o i+i-—1

1 ) o piti—1 11 1
(€,8) = / I Ny = / 2y = [ JJ‘F - 1]
0 0 I

C’est bien I’expression de h;; que nous obtenons, i.e.,

D’apres mon rappel de cours, H,, est bien est la matrice du produit scalaire <> dans la base (€))1<k<n- Par

conséquent, nous avons le droit d’écrire :

4 I Cette question est vraiment tres importante. Suivez mon raisonnement et retenez-le bien.

La positivité des valeurs propres de la matrice d’un produit scalaire est une
conséquence de la positivité du produit scalaire. Alors que leur non nullité vient de
la définition du produit scalaire.

> A retenir:

ay
Soit A une valeur propre de H,,, il existe une matrice colonne non nulle A = o | telleque H,A = \A,,.
H‘TI,
n n
Soit P le polyndme associé & A, i.e. P(X) = Z ap Xkt = Z ay€-
k=1 k=1

» Appliquons maintenant la positivité du produit scalaire et 1'égalité <P, Q> = 'AH, B que nous venons de
prouver, en remplagant () par P, nous obtenons

(P,P)="AH,A="ANA=\'"AA=2) a;. (%)
A k=1

n
Comme <P, P> > 0, a son tour /\Z azk >0, donc A > 0.
k=1
Mais A ne peut étre nul, car si ¢’était le cas, vu (x) on aurait <P7 P> = 0. La définition du produit
scalaire impliquerait alors P = 0, c’est-a-dire que A = 0. Mais A # 0, car c’est un vecteur propre ! En résumé,
nous venons d’établir une propriété tres importante :

Toutes les valeurs propres de la matrice d'un produit scalaire sont > 0 ‘

Rappel de cours :

Caractérisation des valeurs propres.
Dire que A est une valeur propre de H équivaut a dire que H — AI n’est pas inversible.

> A retenir:

Comme 0 n’est pas une valeur propre de H,,, la matrice H,, — 0I, c’est-a-dire H,,, est inversible!

EI Pour calculer <é’k, Py—f > commengons par revenir a la définition de Py et utilisons la bilinéarité de <,>

(retenons que le sujet définit By par la relation <é‘k, f> = Bk),
n n n
(B Po— £y = (&, Y uli = f) = > i@, @) — (Bn, f) = D i@, ) — B
i=1 i=1 i=1
Rappelons également que hy; = <€k, €; > Par conséquent,
n
(8, Po— [) = cvilgs — By
i=1

» Donc montrer que <é’k, Py—f > = 0 revient & montrer que

Yk € [[l,n]], B = Zaihki~
i=1
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B [e31
: et a; de Ag =

B an

multipliant & gauche cette derniere égalité par H,,, nous déduisons que H,, Ag = B. Détaillons ce dernier produit

matriciel,

« Relisons la question 3, nous voyons que ) vient de B = = H;'B. En

h11

hin ay B

1 han ap Bn

nous obtenons

n
B = Z hia;
i1
Br = Z hricy
=1

n
Bn = E hnict;
=1

Et ces égalités sont exactement celles (x*) que nous voulons montrer. En résumé,

’ Vk € [1,n], <€k,Pn —f> =0 ‘

L’égalité précédente signifie que Py — f est orthogonal & une base de E,,, donc nous pouvons affirmer
que

‘ Py — f est orthogonal & E,,

Ce qui revient a dire que

‘ VQ € E,, Py — f est orthogonala Q < (Py— f,Q) =0

@ Rappel de cours :

Le théoréme de Pythagore.

> A retenir:
Dire que & est orthogonal & i

= |Z+g1* = I2* + ll7

Pour montrer 'égalité VP € E,, ||P — f||> = |P — Po||® + || Py — f||?, remarquons que
P—f=P—-Py+PF—f

o Puisque P et Py appartiennent a E,,, le polynome P — Py appartient encore a E,,. D’apres le résultat de la
question précédente, le polyndéme Py — f est orthogonal & P — Py. Par application du théoreme de Pythagore,

[Py =+ P =Pl = [P = > + | P~ Pol®

c’est-a-dire :

If = PI? = 11Po = fI* + 1P = Poll?

Nous venons de montrer que

VP € E,, [dP)=|f-PI*=|P—fI°+I|P—Pl?

Comme Py et f sont fixés, lorsque P varie dans FE,,, cette expression est minimale si, et seulement si,
||P — Py||? = 0. La norme de P — Py est nulle si, et seulement si, P — P = 0. En résumé,

d(P) est minimal <= P =Py

EI Montrer |[Py — f||?> = | f||> — || Po||? revient & montrer || Py — f||? + || P> = || f||>- Appliquons de nouveau la

méme technique que précédemment et écrivons
f=f-PF+h.
Comme Py € E,, donc f — Py est orthogonal & Py. Le théoréme de Pythagore s’applique :
IF = Po+Poll* = I1f = Poll* + | Pol?

En résumé,

12 = 11f = Roll® + | Pl

11 I NON et NON, la matrice M n’est pas nécessairement symétrique, car la base canonique B n’est pas une
base orthonormale pour notre produit scalaire. En effet,

1

<a,e~2>=<1,x>=/olm= L

les vecteurs €7 et € ne sont méme pas orthogonaux!

Rappel de cours

» A retenir: La matrice d’un endomorphisme symétrique dans une base quelconque n’est pas
nécessairement symétrique! Pour qu’elle le soit il faut, et il suffit que la base soit

orthonormale.

12 I B, qui est la matrice de 'endomorphisme symétrique ¢ dans la base orthonormale B’ = (£;)1<i<n, est une
matrice symétrique.

13 | Rappel de cours

» A retenir: 1. Une matrice carrée P réelle de taille (n,n) est une matrice orthogonale si P est

inversible et si

tp=pL

2. Les vecteurs colonnes (ou les vecteurs lignes) d'une une matrice orthogonale
forment une base orthonormale de R" (muni de la structure euclidienne canonique).
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» A retenir: 3. Toute matrice orthogonale joue le role d’une matrice de passage d'une base
orthonormale a une autre base orthonormale.

4. Réciproquement, la matrice de passage d'une base orthonormale a une autre
base orthonormale est une matrice orthogonale

5. Soit B une matrice symétrique réelle d’ordre n. Alors il existe une matrice
orthogonale P et une matrice diagonale réelle D telles que

P~ 'AP ='PAP = D = matrice diagonale.

La matrice B étant symétrique a coefficients réels, d’apres le cours, il existe une matrice orthogonale P,
et une matrice diagonale D telles que

A=PDP ' =PD'P,

ol

D= . . A; sont les valeurs propres de B.
)\’VL

N’oublions pas que d’apres ’hypothese, les valeurs propres A; de B sont strictement positives.

14 I Comme Vi € [1,n], A; > 0, il est clair que la matrice diagonale A telle que A% = D est la matrice

vory
Va2

An

» Soit g 'endomorphisme de R” dont la matrice dans la base orthonormale B’ = (£;)1<i<n est la matrice
G = PA'P. Comme

‘G =(PA'P) = ('"P)A'P = PA'P =G,
G est donc symétrique. Comme G est la matrice de g dans une base orthonormale I'endomorphisme g est
symétrique, c’est-a-dire :
(9(@),5) = (%, 9(5))-

» Rappelons que ¢ est I'endomorphisme de dont la matrice dans la base orthonormale B’ est la matrice
B. Comme

B% = (PAP~')? = PA2P~' = pDP~! = A,

par conséquent

15 | Pour tous les entiers i et j appartenant a [1,n], soit @; = g(&;),

(W, 7;) = (9(8),9(£;)) = (g0 g(&:),£;), (car g est un endomorphisme symétrique)
= (#(€),&5) -

Rappelons la définition de la matrice d’'un endomorphisme dans une base.

Rappel de cours :

» A retenir: Si B = (b;;) est la matrice de ¢ dans la base orthonormale B’ = (£;)1<i<n, Dous avons
le schéma suivant :

f(E1)  f(&2) F(En)
1 | |
b11 b1 bin &1
B— bar b2 ban &
bnl bn2 bnn — &y

n
Par conséquent, ¢(&;) = Z bri€l. Comme (T;, T;) = {(&}),£;), il vient
k=1

(7, 75) = <Z brik, E5) = Zbkz<5k75j> =bji = bi;
k=1 k=1

car la base B’ est orthonormale et la matrice B est symétrique. Nous venons de prouver que

Fin de la premiere lecon.
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Lecon2

Poursuivons notre révision et étudions maintenant un extrait d’un autre sujet,

Pour tout couple de polynémes (P, Q) de R, [X], on définit

(P,Q) = /0 P(t)Q(t) dt.

E Montrer que (R,[X],(,)) est un espace euclidien.

2 I On considere la fonction f associant & tout n- upplet (o, ..., z,—1) de réels 'expression
1 -
flzo,.. s @) = / (t" — 2y t™ 7 — o — b — m)%dt
Jo
(qui représente le carré de la distance entre les deux polynémes ¢ — t" et t —— " —x, 1#" "1 — .. — 1t — 30).
3 I Citer avec précision le théoréme permettant d’affirmer l'existence et 1'unicité d’un n-uplet (ag,...,an—1)
réalisant le minimum(désormais noté m,,) de f(zo,...,x,—1) et montrer que (ag, . . ., a,—1) vérifie les n relations
suivantes
1
/ (t" — apt" '~ —ait —ap) - t*dt =0 ot 0<k<n
0

On explicitera ces n relations en calculant les n intégrales figurant ci-dessus pour 0 < k < n.
TI Montrer que

1
my,,:f(ao,...,(zn,l):/ (t" = a1 t" "t — - —ayt — ap) - t"dt
0

1 I Les points de démonstration symétrie, bilinéarité et définition sont analogues a ceux proposés dans la
question 1 du probléme précédent. L’analogie s’arréte la. Montrons maintenant la définition
1
Soit P € Ry, [X] tel que (P, P) = 0. Ce qui équivaut & dire que / [P(t)]%dt = 0.

L’intégrale d’une fonction positive et continue est nulle si, et sUculcmcnt si, Vt € [0,1], P2(t) = 0, donc
P(t) =0.
» Le polynome P admet ainsi une infinité de racines sur [0, 1], ¢’est le polynoéme nul, i.e. P = 0 (n’oublions pas
que 0 est 'unique polynéme possédant une infinité de racines!)

» A retenir: La différence entre ces deux démonstrations de la définition de (,) est que
— dans le premier probleme, E désigne l’espace vectoriel des fonctions
continues sur [0, 1], donc on ne s’occupe pas des valeurs de ¢ extérieures a [0,1];
—dans le deuxidme probleme, E = R, [X] désigne 'espace vectoriel des
fonctions polynomiales, donc définies sur R ; par conséquent il faut voir ce qui se passe
pour les valeurs de ¢ extérieures & [0, 1]. C’est ici qu’intervient la notion de racine de
polynome.

En résumé, <,> est un produit scalaire sur sur R, [X].

m Rappel de cours : Minimum obtenu par projection orthogonale.

> A retenir:

figure suivante.

THEOREME : Soient (E, <, >) un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de

E.

Pour tout Z € E, soit p,. (Z) la projection orthogonale de Z sur F.

Alors p,. (%) est 'unique vecteur appartenant & F' qui minimise ||Z— ]|, lorsque
i parcourt F'. Autrement dit,

|Z = pa(2)] = min lZ — 7|
jger

« A retenir : dans la pratique, pour calculer p,.(Z) on peut exprimer que & — p,. (&)
est orthogonal & une base de F'.

On peut interpréter ce résultat en disant que || — p, (Z)|| est la  distance
L
F
Z - pr(T) z
R }
i |
- |
|
|
T
|
|
' pr(Z

qui sépare Ty et F', voir
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» Rappelons que la norme || P|| associée au produit scalaire est définie par
- 1 1 -
|P||? = (P,P)= / P(t)- P(t)dt = / [P(t)]2dt
Jo Jo

1
Réécrivons f(zo,...,zn-1) = / (" =z 1t" " — - — @1t — ) ?dt sous la forme de norme associée au produit
0

scalaire <, >7 nous avons

1
flxo,. .., xpn_1) = / (" — 2y 1t — o — @yt — o) ?dt
0

n—1

n—1
==t =t
i=0 i=0
n—1
_ th _ Z -TitiH2
i=0

Par analogie pour notre question, nous observons que

o " joue le role de Z,
n—1
. E z;t* joue le role de .
i=0
n—1

Remarquons en outre que dire (o, . .., Z,—1) parcourt R”, équivaut a dire que § =

zit! parcourt E,,,

Il
o

ou E, =R,_1[X].

o Clest donc E,, qui joue le role de F' dans le théoreme Minimum obtenu par projection orthogonale.
n—1
Donc il existe un et un seul polynéme qui minimise [|¢" — Z z;t')|?, Cest pg, (1), o pg, désigne le
i=0
projecteur orthogonal sur E,,.

Comme pg, (t") est un polynéme appartenant & E,,. Posons
n—1

pE, (") = Z att.
i=0

o D’apres le rappel de cours, pour calculer pg, (t™) il faut et il suffit d’exprimer que t"* —pg, (t") est orthogonal
a une base de E,,.
Comme (tk)ogn,l est une base de E,,, cela revient a écrire que
Vk e [0,n—1], t"—ppg, (") Lt

i.e.,
Vk € [0,n — 1], <t"’ — pEn(t"),tk> =0,

ou encore, sous la forme intégrale,

1
vk € [0,n — 1], /[t"—pEn(t")ytkdt:o
0

IEI Rappelons que
n—1

F@oyooymnr) = 7 = 3 it
i=0

en particulier avec (zg,...,Tn—1) = (ag,.-.,an-1),
n—1
@0y yano1) = 1" = 3 aiti|P = 1" = pa, ()2
=0

Posons comme tout & 'heure, F = E,,, & =1" et pp(Z) = pg, (t") pour rendre les choses un peu plus lisibles,

il vient :

flao, .. an—1) = [t" = p, (¢")|* = |7 — pr(@)|?
(
<,.

o
& —pp(Z), & — pr(Z)), donc par bilinéarité,
T —p

r(E), &) — (T — pr(T), pr(d))
Comme & — pp(Z) est orthogonal & F', donc & pp(Z), car ce dernier appartient a F, il vient
(% — pr (&), pr(2)) = 0.

En résumé, il ne reste dans le développement de f(ap, ..., an—1) que le premier terme (Z — pp(Z), Z). Soit en
revenant a nos notation originelles

n—1 1 n—1
Fao. - anoy) = (" = pp, ("), 47) = (1" = 3" agt' 4") = / (=Y ast) e ar
i=0 0 i=0
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Lecon3

Poursuivons ensuite notre programme de révision d’Algebre par I'étude d’une suite de polynomes (P,)
orthogonaux, qui fait partie des thémes souvent posés a ’écrit.

» Quelques Ruses pour étudier ces polynomes :

> A retenir:

1. Formule de Leibniz pour dériver n fois un produit de fonctions.

2. Formule d’intégration par parties successives, qui se montre facilement par
récurrence sur n,

n—1 1

1
[ f@)-a @) de = | S0 ) P )

k=0

1
e / [ (@) - g(x) do

0

3. » TRES IMPORTANT : L’ordre de multiplicité d’une racine d’un
polynéme qui change de signes.

Si un polynéme P s’annule en « et change de signe en ce point, 'ordre de multiplicité
de a est nécessairement impair. Montrons -le.

Posons P(X) = (X — a)*Q(X), ot Q(a) # 0. Comme Q(X) est continu et
comme il ne s’annule pas en «, Q(X) garde un signe constant sur un intervalle
[a, b] contenant «.

Supposons par labsurde que k = 2p. Puisque la puissance est paire,
(X —a)k > 0, comme Q(X) garde un signe constant sur [a,b], le polynéme P
garde un signe constant sur [a,b] . Ce qui contredit notre hypotheése. Donc k est
impair.

» LES QUESTIONS QUE L’ON NOUS POSE SUREMENT :

1. Degré de P, et coefficient du monome de plus haut degré.
2. Relation de récurrence liant P, et P,.

3. Symétrie d'un endomorphisme L, c’est-d-dire (L(P),Q) = (P,L(Q)), puis application a la
démonstration de I'orthogonalité de la famille (Pg)xcfo,n] (relativement & la structure (, ) bien str).

4. Norme de P,.
1
6. Calcul de/ P,(z)dx.
0

7. Racines de P,.

On munit maintenant R, [X] du produit scalaire défini par (P, Q) = /

+1

P(t) - Q(t) dt

On définit Papplication L , appelée opérateur de Legendre : par la relation VP € R, [X] ,

L(P)(X) = [(X* — )P/ (X)].

II Montrer que L est un endomorphisme symétrique de R,,[X]. L est-il diagonalisable ?

ZI Vérifier les relations suivantes

(X2 —D)"H — 2+ D)X (X2-1)" =0
(X2 -D[(X2-D)") —2nX(X2-1)" =0

On définit la suite de polynémes P, par : Py(X) =1et pourn >1,

1
—2np)

P,(X) [(x?—1m™

ot [(X2 — 1)"]™ est la dérivée n-ieme de (X2 —1)".

En dérivant (n + 1) fois la relation (2) , montrer que

L(Pn) = 77(77 + 1)Pn-

4 | Montrer que la famille (P )o<k<n est une base orthogonale de R, [X]. On les appelle polynémes orthogonaux
de Legendre.

Par une intégration par parties, montrer que

"1 gt
[ [Po(x)]?dr =2 — 2/ ) 2P (z) P, (x)dz 3)

1 —

EI En décomposant X P (X) dans la base orthogonale (Py)o<k<n, déduire la formule

1Pall? = (4)

2n+1
7 I Montrer que la dérivée d’une fonction paire est une fonction impaire et que la dérivée d’une fonction impaire
est une fonction paire.

En déduire que les fonctions polynomiales P, et Psy,41 sont respectivement paire et impaire.

@ En écrivant (X2 — 1)" = (X — 1)"(X + 1) et en appliquant la formule de Leibniz, montrer

i(cﬁ)z()( “D)MEX DR

k=0

1

10 | En déduire P,(1) =1 et P,(—1) = (—1)".
11 | Montrer que Vn > 1, deg P, = n.
12 | Dans P,, calculer le coefficient a,, de X™.

13 | Montrer les relations suivantes

(X2 =) ) 2+ D)X(X2-1)" =0 (a
(X2 -D[(X2 -1 - 20X (X2 -1)" =0

<
=

14 | Dériver n + 1 fois la relation (a) pour montrer que

Prp(X) = XP(X) + (n+ 1) Pr(X)
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o L’objet des questions 15 & 19 est d’établir une relation liant P,,_1, P, et P41

15 I En décomposant X P,(X) dans la base (P, Py, ... P,) montrer que :

Vk<n—2, (XP,|P)=0.

16 | Montrer que le polynome T,,(X) = (n+ 1)P,+1(X) — (2n + 1) X P, (X) appartient a R,,[X].
q poly + PP

17 I Décomposer T,,(X) dans la base (P, Py, ...P,).

Montrer que toutes les composantes de T}, suivant Py, ot k < n — 2, sont nulles.

18 | En exploitant la parité des fonctions polynomiales P,11(X) , XP,(X), P,—1(X) et P,(X), montrer
que la composante de T, suivant P, est nulle.

19 IRemplacer X =1 pour obtenir la composante de T}, suivant P,,_1.

En déduire la formule de récurrence

(n+ 1)Pos1(X) — (2n 4+ )X Py (X) + nP,_1(X) = 0. (5)

On pose f,(z) = (2% — 1)".

20 I Quelle est 1'ordre de multiplicité de la racine 1 de f,(z)?

21 IEn déduire que Vp € [0,n — 1], (x — 1) et (x + 1) divisent [fn(w)](p) et que % — 1 divise [f,(z)] 2

(p

22 I En utilisant plusieurs fois le théoréme de Rolle, montrer par récurrence que [fn(I)} ) admet p racines

réelles appartenant a ] — 1,1[.
23 | Montrer que P, admet n racines réelles distinctes appartenant a ] — 1, 1].

E En calculant P, (—X), montrer que les racines de P,, sont disposées symétriquement par rapport a 0.
25 | Si a, est la plus grande racine de P, quel est le signe de P, sur |a,, +o00[?

Dans cette partie, nous étudierons le comportement de la suite (., ), ol a;, est la plus grande racine de
P'Vl7

26 ICalculer aq, ap et vérifier que oy < .
27 | En supposant par récurrence que ag < ... < , et en utilisant 'égalité (5), montrer que o, < 1.

28 I Montrer enfin que la suite («,,) converge.

Nous vous laissons le soin de montrer que L est un endomorphisme de R,,[X].

» Réflexe pour montrer la symétrie de L : Intégration par parties.
Pour tous les polynomes P et @ de R,,[X],

gl

1 )
(0P).@) = [ UP@)- Qude = [ (@ = )P @) Q) da

-1
Intégrons la derniere intégrale par parties en posant :
du = [(z* = 1)P'(z))'dx ;
v=0Q(z) ;

u=(z2-1)P'(z)
dv = Q' (z)dz ,

nous obtenons

(2 = 1)P'(z)- Q (z) dz

-1

(LP).@) = [ - )P - Q) - [
0

:/71(1712)P/(:L‘)~QI(I)dIB.

1

L’expression (1 —2?)P'(z) - Q'(x) dx étant symétrique par rapport & P et Q, soit en permutant les roles

joués par P et par @), nous obtenons aussi

(LQ.P) = [ (1-2)Q@) - Pa)de = (L(P). Q)

Sachant qu’un produit scalaire est symétrique, (L(Q)7 P> = (P, L(Q)> En résumé, nous avons montré

| (£(P).@) = (P.L@)

L’endomorphisme L est un endomorphisme symétrique .
orthonormale relativement au produit scalaire <, >

Il est diagonalisable dans une base

m 11 suffit de dériver (X2 — 1)"*! une fois pour obtenir (1) .

Ensuite, on dérive (X2 — 1) et on le multiplie par (X2 — 1) pour obtenir la relation (2).

Un peu de méthode. Nous commencons par effectuer une dérivation dans Iexpression de L(P,) pour en
obtenir une écriture plus détaillée

L(Py)(X) = [(X* = DPL(X)]) = 2X P (X) + (X* = )P/(X)

« Ensuite, nous dérivons n + 1 fois la relation (2) , comme le suggere ’énoncé

(n+1)
[(X2 —D[(X2=1)") - 20X(X2 - 1)“] =0
Appliquons la formule de Leibniz & cette dérivée n + 1 ieme,
(ns1) 1 ntl
(X271)[(X271>n]/72nX(X271)n:| _ E C£+l(X271)(k,)[(X271)n,](n+l—k')72nX Z Cﬁ+1(X)(k)[(Xzil)n](n+l—k)‘
k=0 k=0
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o Développons terme a terme ces sommes. Compte tenu du fait que [(X 2 - l)](k) =0, pour k > 3, et
[X} ®) _ 0, pour k > 2, il ne reste que peu de termes non nuls , qui sont
01 x2 _ qyn](nH2) : Dioy2 _ qyn) (4D
Ch [ = D] [x2 = 1] oh [ - 1) Ve - )@

+C2, (X2 -1)] 2 (X2 —1)] (n) _ Qn(Cgﬂ[X](o) [(x2— 1)n]<n+1)
—Ch XV [(x2 = 1)"] (n)) =0.
Soit,
(xX? = 1)[(x* =1 (1) 2x - [(x7 -1y
Hnln+ 1)[(x2 - 1)m] " - 2n(X[(X2 — 1) (g 1)[(X2 — 1)7] (n)) —0,
ou encore
(X -1)[(X*-1)"] (nt2) | (n+1)-2X - [(X* = 1)"] (n+1)
+n(n +1)[(X? = 1)"] (n) _ 2n<X[(X2 —1)7] (n+1) (n+1)[(X2 - 1)n}(n))

Ensuite, il faut faire apparaitre P, dans ce magma et retrouver une expression de L(P,).

« Remarquons que
(n+2) )\ ; 7 (n+1) : n1(m)Y’
[(x2—1yr] "+ = ([(Xz -1 ) et [(x2—1)] " = ([(Xl ~1)"] )
qui sont, & un facteur multiplicateur prés, presque les dérivées premiére et seconde de P,(X) (rappelons que
1
P,(X) = e} [(X2-1)"] (n)). L’égalité précédente s’écrit alors :
n!
n " n 4
(2= 1) ([ =M ") 2+ DX ([(x2 -1 7)
n1(n) n1(m)Y’ n1 ()
fn(n+1) ([(X2 —1)"] ) = omX ([(X2 —1)"] ) T 2n(n+ 1) ([(X2 —1)"] ) ‘
o Enfin il reste & diviser les deux membres par 2"n! pour faire apparaitre P, (X). Soit
(X2 - 1)P)(X)+2(n+ DXPL(X) +n(n+ 1) P, (X) = 2nX Py (X) + 2n(n + 1) P, (X)
Regroupons maintenant les dérivées premieres et secondes de P,,

(X2 - 1)P/(X) +2X Pl (X) = n(n+1)Py(X).

L(Py)

Vous avez certainement reconnu L(P,)(X) dans le membre de gauche, d’ou I'égalité demandée :

L(P,) =n(n+1)P,

o Les calculs précédents étant valables quel que soit ’entier n. En particulier,

Vk e [0,n], L(Py)=k(k+1)P:
11 découle de ce résultat que L admet (n + 1) valeurs propres distinctes, qui sont k(k+1), k € [0; n]. L’espace
vectoriel R,[X] étant de dimension (n + 1), L est diagonalisable, la dimension de chaque sous-espace propre
Ep(x+1) est donc égale a 1.

Comme Py, est un polynéme propre associé a la valeur propre k(k + 1), la famille (Py)ogk<n est donc
une base de polynémes propres de L.

Rappel de cours

> A retenir: Soit E un espace euclidien muni du produit scalaire <, > Soit f un endomorphisme
symétrique. Alors :
la matrice de f dans une base orthonormale est symétrique,
— les valeurs propres de f sont réelles,
— les sous-espaces propres de f associés aux valeurs propres distinctes sont
orthogonaux deux a deux,
— [ est diagonalisable dans une base orthonormale.

4
L’endomorphisme L étant symétrique, les polynomes propres associés aux valeurs propres distinctes

sont donc orthogonauz. Il s’ensuit que la famille (Py)o<r<n est orthogonale : c’est une base orthogonale de
R, [X].

Remarque : on peut aussi montrer directement l'orthogonalité de (P;)oci<n en partant de la relation
(L(P;), P;) = (P;, L(P;)). Sachant que (L(P;), P;) = (i(i + 1)P;, P;) et (P;,L(P;)) = (P:,j(j + 1)P;), nous
obtenons :

i(i+1)(P, Py) =i+ 1){P, P;) <> [i(i +1)—j(j + D|(P;, P;) = 0.

Comme i # j ,i(i+1) —j(j+ 1) # 0. Donc

Vitj, (PuP)=0

E En posant U'(z) =1, V(z) = P2(x), effectuons une intégration par parties, nous obtenons :

m Comme deg (XP}(X)) < n, XP}(X) appartient & R,[X]. Décomposons-le dans la base orthogonale

(Pr)osksn ¢ il existe des réels uniques fo, 81, . . ., By tels que

[ XPLX) = BB (X) + BIAX) + -+ GnPa(X) | )

Dans ces conditions, compte tenu de 'orthogonalité de (Py)oci<n:

1 n
/ @P(2)Po(@) dz = (X P}, Po) =Y (BPe, Pa)
-1 k=0

:ﬂu<P(),Pn>+"'+ﬂn—1<Pn—l-,Pn>+ﬁn<Pn7Pn>
S—— S—
=0 =0
= ﬁnHPn”? .

En vertu des résultats obtenus en 5, nous avons alors

1 1
/ Pi(z)dr =2 — 2/ x - Pl(z)Py(z)de = 2 — 2B,||Pall? <= ||Pul> =2 — 26.||P.|?
-1 0



2y ¢00C 19IAuef o Lg OIDWNN [

. . 2
ie. |[Pa)? = 525,
» Tout revient & calculer 3, en identifiant les coefficients du terme de plus haut degré de X P, (X) = ki B Pre(X).
=0
Remarquons que le monéme de plus haut degré de kzn:o B P (X) est celui de 3, P, car le degré de P, est n.
Posons P, (X) = a, X" + p_ 1 X" L4 avec ay, # 0.

degré <n—1
Il vient

P)(X)=na, X" +

degré <n—2

XP(X)=X(na, X" '+ - )
degré <n—2
XPl(X)=na, X" +
degré <n—1

Comme S, P,(X) = Bpan X™ +

degré <n—1

Bn P (X). Nous obtenons 1'égalité :

et comme le monoéme de plus haut degré de X P/ (X) est celui de

Bnan =na, == B, =n

En résumé,

2 2

P? = =
12l 1+26, 2n+1

m Soit f une fonction paire et dérivable sur R. Dérivons I’égalité

f(=z) = f(=),
nous obtenons
—f'(=2) = f'(2) = f(-2) = —f'(2)

Donc f’ est impaire. La démonstration de I’autre cas est similaire.

m Soit f,(x) = (22 — 1)". Puisque f est une fonction paire, sa dérivée f' est impaire.
A son tour, sa dérivée d’ordre 2 est paire. Plus généralement, on montre facilement par récurrence que :
— f@P) ogt impaire.
— %) est paire.

Par conséquent, a un facteur multiplicatif pres,

Py, qui est une dérivée d’ordre pair de f, est paire.

Py y1, qui est une dérivée d’ordre impair de f, est impaire.

10 | Ecrivons la formule de Leibniz pour calculer la dérivée n-itme du produit (X — 1)"(X 4 1),

(n—F)

[ = )m(x +1)7] "o [(x = 1)"] W [+ 1]
k=0

Pour le membre de droite, la dérivée k-itme de (X — 1)™ est

[ =17 == o=k 20 = -
et la dérivée (n — k)-itme de (X — 1) est
[+ 1)) O 1) (k4 1)(X + 1) = % (X + 1),
11 s’ensuit
[ -] P[] "™ = m (nfi]!q)!k!(x — )R 4
=nplCHX — )" F(X + 1)k

Par conséquent,

1 odr(xX2—1)» 1 (n)

[(x = 1(x +1)7]

~2onpl axm = onpl
1 n ) n
= G 2 (CR)Pn(X = )" KX + 1)
" k=0
Lo
= 5n 2O - )X Dk
k=0

D’ou la relation demandée :

Pux) = 2 S (0(x R 1

on
k=0

10 ‘I Ecrivons l'identité précédente sous une forme détaillée
1 n n—
Pa(X) = 50 [(CD*X = 1" + (CHHX = )" (X + 1) + -
e (X = DX 1) (X 1]

Ensuite, remplagons X par 1. Tous les termes sont nuls, & Uexception du dernier, et compte tenu du fait que
C =1, nous obtenons

11 l Le degré de P, est égal & n, car ce dernier s’obtient en dérivant n fois le polynéme (X2 — 1)™, qui est un
polynoéme de degré 2n.
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:

12' La dérivée premiere de (X2 — 1)" fait apparaitre le coefficient 2n, sa dérivée seconde le oefficient

2n - (2n — 1) et par récurrence, la dérivée n-eme de (X2 — 1)", le coefficient
n(2n —1)---(n+1).

Par conséquent, le coefficient de X™ dans P, (X) est

2n(2n—1)---(n+1)

a =
" 2np)

18]

« Tl suffit de dériver le polynéme (X2 — 1)"*! pour obtenir (a),

‘ (X2 —1)"M) — 2+ D)X (X2 -1)" =0 ’

« Ensuite on dérive (X2 — 1)" et on le multiplie par X2 — 1, d’ot (b),

‘ (X2 - 1)[(X2 - 1)"] — 20X (X2 —1)" =0 ‘

14]

o Dérivons n + 1 fois la relation (a) ,
(12 = ) o e ) [x(x2 - )] Y =0

(([(X2 N )’ —2n+ 1)(()(()(2 - 1)")‘”’)/ =0 (%)

« Ensuite on divise ses deux membres par 2"+ (n+41)! et on applique la formule de Leibniz i (X(X2 -1nm) m
on obtient

n
3 CEX) (X2 - 1)]h)

=C%UX)O[(x2 - 1)) 4 cL(x)D[(X2 - 1))=Y 4 termes nuls

Ainsi () devient

Pl (X) = 5 [C200O[(X2 = 1] 4 400 - 1)) =0
Pl (X) - ﬁ ((X(Xz _ 1)n)<n>>’ _ nﬁ (x2—1m™ =

)

Pl (X) = [XP(X)] = nPy(X) =

P (X) = [Pa(X) + X P (X)] = nPu(X) =
Prp(X) = (n+ 1) Po(X) (

D’ou I'égalité (c),

P, (X)=XP(X)+ (n+1)P,(X)

15 | Pour tout entier £ < n — 2, le polynéme X P, (X) appartient & R,,[X].

11 existe des coefficients yo, 71, . . ., n tels que :
XPe(X) =10Po(X) + 1 Pi(X) -+ 1 Pu(X).

Dans ces conditions,

(XP,|Py) = / Po(2)2Pe(z) do / Pa@)O0Po(a) + - () do

n 1 n
=Y [ Pu@Pia)do =

1 k=0

Vi (P | Pr)-

OrVk #n, (P,|P;) = 0. Il s’ensuit que :
(X Pp|Py) = v (Pn(2)| Po())

Remarquons que le degré de X Py (X) est strictement inférieur & n (n’oubliez pas que deg P, = k). Donc
la composante de X P, (X) suivant P, est nulle, c’est-a-dire :

=0

En résumé,

Vk<n—2, (XP,|P:;)=0

16 | Le lecteur vérifie sans peine que degT,, < n, donc T, € R, [X].

17 | Puisque T,,(X) = (n+ 1) P 1 (X) — (2n+ 1) X P, (X) et puisque X P, (X) € Ry, 41[X], il existe alors des
scalaires Ao, A1,..., Ap41 tels que
X P (X) = MPo(X) + A Pr(X) + - A1 Pogr (X).

Par suite,

(X Pu|Py) = Xo(Po|Pr) + M (Pr|Py) + -
= M| Pel|?

Ant1(Pat1|Pr) = A (Px| Pr)

Comme Vk <n—2, (XP,|P;) =0, il s’ensuit
Ae[[Pe]? = 0.

Or || P||? # 0, donc

VE<n—2, \g=0

Ainsi,
To(X) = (n+ 1) Prs1(X) — (2n+ DX P, (X)
= (n+1)Pp1(X) = 2n+ DAn1Pr1(X) + A Po(X)
+ A1 Pot1 (X))

D’aprés b, T, € R, [X], ce qui signifie que le coefficient correspondant & P,y; dans T, est nul. Le
polynéme T, s’écrit alors

Tn<X) = 7(271 + 1)[)\71—1P7L71(X) + AnPn(Xﬂ = an—lpn—l(X) + C’nPn(X>
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Cette égalité signifie que toutes les composantes de T}, suivant P} sont nulles, ou k < n — 2.

11 nous reste a déterminer o, _1 et av,.

18 | Rappelons que T,,(X) = (n + 1)P,41(X) — 2n+ 1) X P, (X).
Exploitons la parité des fonctions polynomiales Py, 1 (X), X Py (X), Pr—1(X) et P, (X).
» Supposons que n = 2p.

Alors les fonctions polynomiales

Pop1(X), XPop(X), Pap-1(X)

sont impaires et P, (X) est paire.
En écrivant

(2p + 1) Popi1(X) = (4p + 3) X Pyp(X) — agp-1Pop-1(X) = agpPop(X) ,

on observe que le membre de gauche est une fonction impaire alors que celui de droite est une fonction paire,
donc

Qap = 0.

Une démonstration analogue prouve que si n = 2p + 1 alors ag, 41 = 0.
En résumé, «,, = 0. Dans ces conditions

Tn(X) = an—anfl(X>

19 I Pour trouver la valeur de «,—1, nous remplagons X par 1,

T,(1) = (n+ 1)Ppia(1) = 2n+ 1)Pu(1) = an—1P,-1(1)
=(n+1)—2n+1)=a,1

Ainsi, I’égalité obtenue dans la question 17 devient (n + 1)P,11(X) — (2n+ 1) X P,(X) = —nP,_1(X),
ou encore

Donc

’ (n+1)Pay1(X) — (20 + 1) X Po(X) + 1Py (X) = 0 ‘

20 | Comme f,(z) = (z — 1)"(z 4+ 1)", il est clair que

‘ 1 et —1 sont racines d’ordre n de f,(x) ‘

21 I [fn(f)] ®) gtant la dérivée d’ordre p de fn(x), par conséquent

1 et —1 sont donc racines d’ordre (n — p) de [ fn(z)] @

Donc

2% — 1 divise [f, ()] v

22 | Pour p =0, [fa(z)] ©_ fn(x) = (x — 1)"(x + 1)" qui n’a pas de racine dans | — 1, 1[.
Supposons par récurrence que [f”(x)] =1 admet p — 1 racines réelles dans | — 1, 1], notées dans l'ordre
croissant x; < 2... < rp—1. Comme —1 et 1 sont aussi racines de [fn(m)](pfl), appliquons le théoréme de

Rolle a [f(2)] P71 qur les intervalles [—1, z1], [x1, 23], ..., [@p—1,2p_1], [@p, 1]. 1l existe des nombres y1, ...,y
tels que

1 €] = La|, yo € [w1,22], ..., Yp1 € [Tp_2,Tp_1], Yp €lTp-1,1]
et qui vérifient
kel (@] ") @) = [al@)]) ) =o0.

Donc

Vp € [0,n — 1], [fﬂ(.r)] ® admet p racines réelles dans | — 1,1]

‘ 23 | Par définition de P, (),

1 () 1 (n-1))’
Pu(@) = 5o @)™ = 5o ([fa@)] 7))
le résultat précédent s’applique : [ fn (L)} (n=1) admet n— 1 racines réelles dans | — 1, 1[; comme —1 et 1 sont encore

racines de [f,(z)] ("71), une nouvelle application du théoréme de Rolle & [f,(2)] (n=D) prouve que [ f,(z)] ™
admet n racines réelles distinctes dans | — 1, 1[.

1 . (n) N . , ..
Comme P, (z) = Fanl [fn(a')} , le polynoéme P,, admet n racines réelles distinctes dans ] — 1, 1[.
1!

Le degré de P, étant égal a n,

‘ P,, admet donc exactement n racines réelles distinctes dans | — 1, 1[.

Autre démonstration de U’existence des racines de P, sur]—1,1[.

Encore une tres grande ruse!

1
» D’abord calculons / P, (x) dz.— On va se servir de la base orthogonale (Py)o<k<n. En observant que
—1

/711 P, (z)de = /711 1-P,(z)dx = ‘/711 Py(z) - Pp(z)da = (Py, P,) =0.

» Il s’ensuit que P, ne garde pas un signe constant sur [—1,1]. Etant continu, P, s’annule au moins une fois sur
]—1,1[ . Soit o €] — 1, 1] une de ces racines.
Etudions son ordre de multiplicité.

A RETENIR : L ordre de multiplicité d’une racine d’un polynéme qui change de signes est toujours impair.
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Soient oy, s, ..., oy les racines d’ordre IMPAIR appartenant & | — 1, 1[. Alors on peut écrire

5
Pa(X) = (H(X*m)k’> -Q(X)

i=1

ot les racines de Q(X) sont toutes d’ordre pair ( remarquons que Q(X) ne change pas de signe sur [0,1] ).

1 k 1 k k
/ (H(m - ai)> Py(e)de = / (Hu—ai)) : <H(m - mk) - Q(a) da
-1 \i=1 -1 \i=1 i=1
Les deux premiers facteurs donnent des racines d’ordre pair, ils ne changent pas de signe, tout comme Q(
donc
1 k k
/ (H(z — a,)) - Po(z)dx = <H(.L —;),P,) est de signe constant
-1 \i=1 i=1
Examinons le cas o k <n ‘
k
Alors la décomposition de H(x — «;) dans la base orthogonale (P,,) donne, pour des raisons de degré,
i=1
k
[[@—a) =7k +- +nP
i=1
Comme
k
<H(-T —a;), Po) = (vPo+ -+ P, Pn)
i=1
=0(Po, Pn) + -+ +7(Px, Pn) =0,
donc

Ce qui est absurde.
Donc k = n.
En conclusion, P, admet exactement n racinces réelles distinctes dans | — 1,1[.

24 | Comme
Pu(—X) = 2 S(CHAX — 1 (X + 1)
k=0
— (1) SO — 1) EX 1) = (1P R()
k=0

donc si P, (a) = 0 alors P,(—a) = 0.

Les racines de P, sont disposées symétriquement par rapport & 0

X),

25 ] Si ay, est la plus grande racine de P, en vertu du théoréme des valeurs intermédiaires appliqué a P,, qui
est continue, P, garde un signe constant sur o, +o0o[. Tout polynoéme non constant est équivalent & son
mondéme de plus haut degré lorsque z — +00, donc

P,(z) = apz" >0

car a, > 0. En résumé,

P, est strictement positif sur |a;,, +00|

26 | Avec Pi(X) =X, a1 =0et Po(X) =

N =

1
(3X2%2—1),ap = 7 nous obtenons a; < ao.

27 l Supposons par récurrence que la propriété est vraie jusqu’au rang n : @ < ...Q,—1 < Q. S0it oy la
plus grande racine de P, 41.

« Nous savons, d’apres 24, que les racines de Py sont disposées symétriquement par rapport a 0, de sorte que
pour tout n > 1, ap, > 0.

« Ensuite o, # ap41. Car si a, = @41, la relation (5) impliquerait :
(" + 1) Pn+1(an+1) = (2n + 1)an+1pn(an+1) - nPn—l(an+1)
—_———

=0
0= (2n+1)a, Py(on) —nPp_1(0m)
——
=0
On obtiendrait
P_i(om+1) = Pp-1(an) = 0.

Donc «,, serait encore une racine de P,_;. Comme I'hypotheése suppose que a,,—1 < ay, ce ci contredit le fait
que a,—1 est la plus grande racine de P,,_;. Donc

Qp # Qngi.

o Supposons par 'absurde que I'un des deux cas suivants soit réalisé :

1°" cas: apy1 < o1 < Qp

Ecrivons la relation (5) formellement

n n+1

Proa(X) + mpnﬂ

Po(X) = Gnrox

(X).
Pour tout z > a,,—1, comme «a,_; est la plus grande racine de P,,_y, d’apres I1.3.b, P,_1(z) ne s’annule pas et
est de signe positif. Comme ce méme = > 41, il en est de méme pour P, 1 ().

11 s’ensuit que P, (), qui est une somme de deux termes strictement positifs, est strictement positif.
Comme o, > a;,_1, en particulier, P, (ay,) > 0.

Cette inégalité contredit le fait que a, est une racine de P,,. Donc ce cas est impossible.

—2%cas:ap_1 < py1 < Qn

Pour tout z > 41, le méme raisonnement que précédemment conduit également & P, (z) > 0, donc
P,(a;,) > 0. Ce qui est aussi impossible.
En résumé,

Qp—1 < p < Qpgl

28 | La suite croissante (a,) étant majorée par 1 : elle converge. Ainsi s’achéve la lecon numéro 3.
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Lecon4

Nous allons nous quitter par cette derniere legon, qui est I'un des thémes souvent posés a I’écrit de HEC,
EML.

Rechercher le noyau et I'image de

a b b

b a b
A=|b

: . - a

b ... ... b a

E Rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres de A.
Ruse :

» A retenir: Vous étudierez d’abord Ker N et Im NV ou NV est la matrice

11 ... ... 1

1 1

N .
1 1
1 1 1

et vous observez que

m Comme les vecteurs colonnes de N sont identiques, et comme
Im N = Vect(Cy,...,Ch),

ou C; est la i éme colonne de N, nous déduisons sans peine que

Im N = Vect

» donc dimIm N =1 et

dimKer N =dimR" —-1=n-1

o Une base de Ker NV est constituée de n — 1 vecteurs iy, ..., U,—1 libres, et dont les coordonnées vérifient
11 ... .1 1 0

1 1 AU ) 0
s : =l = s+ ta,=0.

1 ... ... 1 1 Ty 0

1

(Nous avons convenu que sont les coordonnées génériques d’un vecteur de R™.)

Ln
» RUSE : choisissez toujours les vecteurs dont les coordonnées sont échelonnées.

Donc une base de Ker N est

1 0 0

-1 1 0

0 -1 :

iy = | i = S5 g1 = .
: : 1

0 0 -1

» Ayant obtenu une base de Ker N, retournons a notre probléme et trouvons une base de Ker A.
Sachant que

A=0bN + (a—b)I,

nous déduisons (pour b # 0) :

NX:bia

XeKerd <= AX =0 < (bN+(a—-0))X =0 <= INX =(b—a)X

e Premiercas:0#b#a.

b
De I'équivalence précédente, on en déduit que X = biN X. Par son écriture, X appartient a Im N.
—a

1 1
Comme Im N = Vect , il existe donc A € R tel que X = A
1 1
Nous venons de prouver que
1 1
XeKerd < X=\[": <= X € Vect
1 1
ou que
1
Ker A = Vect | :
1

o Cherchons maintenant I'image de A. N’oublions pas que A = bN + (a — b)I = b(N + ";—“l ) et comme la
constante b ne change rien en ce qui concerne I'image,

1+p 1 1
1 1+p
b— . b—
ImA:Im(NJr al) :In’l(N+/l,I) =Im ’ ol = ba #0-
. 1+p 1
1 A 1 1+p
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Sachant que

dimIm A = dimR" —dimKer A =n — 1,

et, last but not least, sachant que les vecteurs colonnes de A engendrentIm A, et la symétrie des composantes,

nous sommes sir que n'importe quel vecteur colonne de A doit étre combinaison linéaire des autres.
(n — 1) premiers vecteurs colonnes forment une base de Im A. Ainsi,

14+p 1 1
1 1+p :
Im A = Vect : ; : ; :
: : 1+p
1 1 1

« DEUXIEME CAS : 0+#b=a.

Dans ce cas, A = aN. Comme a # 0,

KerA=KerN; ImA=ImN

E Valeurs propres et vecteurs propres de A

Donc les

La matrice A est une matrice symétrique réelle, ses valeurs propres sont réelles et elle est diagonalisable.

e Ecartons le cas trivial ou b = 0, A = al est diagonale.
* Supposons que b # 0.
> A retenir: Retenez les équivalences suivantes :

A € R est une valeur propre de A <= A — A\ n’est pas inversible
<< 3IX 0| (A-A)X=0.
= 3X A0 (be()\fa)I)X:O.

—a

= 3X A0 (N— A I)X:[).

A —
= pu= a4 est une valeur propre de N.

» De plus,

« le sous-espace propre E(A) de A associé a A est le sous-espace propre F,(N) de N associé a p =

o A est diagonalisable <= N est diagonalisable.

» Donc tout revient & rechercher les valeurs propres et les vecteurs propres de N.

Comme dim Ker N = n — 1, donc Ker N # (). Par conséquent,

A—a
b

0 est une valeur propre de N et le sous-espace propre associé a 0, c’est-a-dire Eo(NN), est Ker N.

Observons ensuite que

1 1 1 ... ... 1 1 n 1

1 1 : :
Nf:|=|:" = =n

1 : . o101 1 n

1 1 ... ... 1 1 1 n

Donc 1 est une autre valeur propre de N. Comme la dimension de Ey(N) est déja égale & n — 1, il s’ensuit que

‘ 1 est 'unique valeur propre de N et dim E1(N) =1 et E1(N) =Im N ‘

D’apres la remarque précédente, a et nb + a sont les valeurs propres de A. De plus

| Ea) = Es(N) =KerN | et | Eupra4) = Bi(N) =Im N |

Maintenant il ne me reste qu’a souhaiter que ces legons soient des armes efficaces pour les Tartouilles killers.
Bonne chance & tous!



