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Exemple 1

a)
Les applications f et f, sont des applications polynomiales définies sur R?, elles sont donc de classe C?
sur R2.

Flay,22) = $(f2@1,22) + f3(21,22)

0 [Z)
%(m,h) = ancllfl(Il,Zz) + afﬁfz(h,xz)

=2z(z¥+ 2o+ 1)+ (z1 + 25 +1)
:2z§+2z1z2+3z1+z§+1

0, 0,
%(11»702) = aTJ;;fl(IhM) + Tng(IhIz)

= (22 + 22+ 1) + 222(v1 + 23 + 1)
=$§ + 2129 +2x§ + 3z +1

| VE(zy,22) = (223 + 22129 + 321 + 23 + 1,27 + 22122 + 223 + 332 + 1)

b)
(21, x2) est un point critique de F si et seulement si VF(zq,z2) =0

223 + 22129 + 3z + 23 +1 =0
22+ 2r130 4+ 223 + 300 +1 =0 Loe— Lo— 1L

VF(Il,iEQ) =0 << {

— 228 + 2z1w2 + 331 + 23 + 1 =0
2(z3 —af) + 2% — 23 +3(xa—z1) =0
— 223 + 22109 + 3z + 23 +1 =0
(w2 — 1) (2(x? + 2122+ 23) — (21 +22) +3 =0
223 + 22132 + 321 +23+1 =0 (1)
(v2 — 1) (223 + 22122 + 223 — 31 —22+3) =0 (2)
c)
Considérons 2x? + 21172 + 273 — 21 — T2 + 3 = 223 + x1(272 — 1) + 223 — 22 + 3 comme un trindme
en z1. Son discriminant A vaut (2z2 — 1)2 — 8(223 — 22 + 3) = —1223 + 4a5 — 23. Il est alors immédiat

que le discriminant de ce nouveau trindéme est négatif ; ce trinéme reste strictement négatif , A < 0, d’out
(229 — 1)% — 8(223 — 29 + 3) = —1222 + dwy — 23 = 222 + 2wy20 + 222 — 21 — 22 +3 >0

Le trindme 222 + x1 (222 — 1) + 223 — 25 + 3 n’a pas de racines réelles ; il est donc constamment du signe
du coefficient de 27 :

V(zy,z0) € R?) 222 + 22120 + 203 — 21 — 22+ 3 > 0.
L’équation (2) donne z; = xo et ’équation (1) s’écrit alors 2% + 327 + 3z, + 1 = 0.
Etudions le polynéme P défini par Vo € R, P(z) =22 + 322 + 3z + 1
P'(z) =3(22% + 2z + 1) ; Vo € R, P'(z) > 0 car son discriminant § = —4.
On en déduit que P est une bijection de R dans R (car P est continue, strictement croissante).

Conclusion : P admet une unique racine réelle ; on constate facilement que P(—%) =0



Finalement 1'équation VF(z1,22) = 0 admet une unique solution (z1,z3) = (7l l)

La fonction F admet un point critique et un seul (—%, —%)

d)
La fonction F est de classe C? sur R2, on peut donc appliquer le théoreme Schwarz.
g};(acl,rz) =627 + 272 + 3
0’°F O*F
8110x2 = 83:2811 (z17$2) = 2Z1 + sz
2
‘37};(11,952) =2z, +623+3
2

2
On a alors V2F(zy, 23) = (6901 +2w5+3 2x1 + 229 >

2wy +2ry  2m1 + 623 +3

11 ;o
; - 2p_l 1y _
Au point critique, VZF( oh 2) ol
2
(sz—rt)(—%,—%)=4—%= 33 0ot r>0.
La fonction F' admet au point (7l 7l) un minimum local

2’ 2

df; df
J(X) = axi( ) aTc;(X) (2 1
o J(X)= o xy 0Ly | T\ 1 2
83:1 82?2
On remarque que 'J(X) = J(X).

ase = (3 L) (4690)
(s ()

_ 2x:f + 22129 + 321 +z§ +1
T\ 223+ 27w + 370 + 22 + 1

’ On remarque que *J(X)f(X) = VF(X) puiqu'on a identifié R? et My 1(R)

o G(X)="J(X)J(X) :( dat+1 2x1+2x2>

2x1 + 229 4I% +1

Py _o. PHh A 0 P e g
22 (X)=2; D105y — Oy0y (d’apres Schwarz) =0 ; 913 (X)=0; donc

vam=(4 1)

R % fa
res Schwarz) = 0 ; —5(X) =2 ; donc
0x3

vaeo= (g 5)

fs . P 9 )
Bx% (X) T 011039 0901y ( ap

da?+1 2z +2z 2 0
2 _ 1 1 2 2
+Zf@ )V fi(X) 7(2I1+212 Pt i G R RVl (i

+(21 + 23 +1) (8 g)

4171+1+211+212+2 211 4 222
2x1 + 224 4z2+1+2z1+2z2+2

_ (63} +2220+3 2z + 22
- 2x1 + 2xo 623 + 221 + 3

+Zﬂ )V fi(X) = VPF(X)

a)

F(Zl, xg) =

% (@izy + biza — ¢;)?

H'Ms

i=1

n n n n
g—z(xh o) = Z a;(a;x1 + bjze — ¢;) = 21 Z a? + 1y Z a;b; — Z a;c;
i—1 i=1 i—1

= 221 + {a,byes — {a,)

g (z1,22) Zb (aiz1 + biza — ¢;) —mlzazb +z22b2 Zbcl

= {a, b>x1 +IblPw2 — (b, c)

3

’ VF(xy, 22) = (lalPz1 + {a, b2z — (a,c), (@, b1 + ||b][*22 — (b, c))

b)

On sait, d’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, que |(a,b)| < ||al|||b]|. On sait aussi qu’il y a égalité si
et seulement si les vecteurs a et b sont liés. D’apres les hypotheses, les vecteurs a et b sont libres, donc
I'inégalité est stricte :

[{a,b)| < [lall|[b]], ce qui équivant & (a,b)* < [|al|?|[b||?
e Le couple (z1,z2) est un point critique de F si et seulement si VF(zy,z2) =0
llal[*z1 + (a,b)z2 = (a,c)

(@, by +[IblPw2 = (b,c) Lo llal’Lz — {a,b) L
opération permise car ||al|? # 0

VF(z1,22) =0 <= {

<~ { Ha’”zml + <a7 b>I2 = <a7 C>

(lalPlI]1? = {a, )*)z2 = [lall*(b, ¢) = (a,b){a, c)
D’apres le point précédent, (||al|?(|b]|? — (a,b)?) > 0.

’ Le systéme est de Cramer : il admet donc une unique solution notée (77, 3)

e Calcul de la solution
llal[*¢b, ) — {a,b){a, c)
llall*[8l[* — (a, )

La premiere ligne du systéme va donner 71

On a tout de suite 75 =



2 €€ Iz

7 )i

PO — @B )
P = e (e e = e n e )

opération permise car ||a||? # 0

= T TP ey L@ el I = fa )07 = [lalP{a )b, c) + (0.5)*{a )
= T e ey UelP (1B = () o.e)) )

D’ou les résultats :

— _ [BlP{a, ) — (@ b)(b.o) o~ _ [lal*(b,c) — {a. b)(a, )

Ty = et o =
llall?[[o]]* — (a,b)? llal[?[B][* — (a,b)?
c)
2 2
e ACHEN R Cr e CHEN)
V2F(z1,72) = 1

9*F O*F
m(xhl‘z) W(Ilywﬁ

2
(k% )

(2 —rt)(@1,72) = (a,b)% — [la|?[]B]|* < 0

’ (s? —rt)(z1,72) < 0 et 7(z1,72) > 0 : F possede en (z7,73) un minimum local

d)
Considérons le vecteur Y = (Y1,....Y;,...,Y,) de R® ou Vi € [1,n], Yi = (a;z1 + b;z2 — ¢;). On constate
qualors F(X) = (Y|

ay b1
Si l'on considére la matrice A € M,, o(R) suivante : A= | a; b; | et X = <;1> € M3 1(R),
. . 2

ap by

a1z + bizo
on a immédiatement AX = | a;x1 + bjao

ATy + bnTo
c1
Introduisons maintenant le vecteur C = | : | € M, 1(R), on obtient

Cn

a 171 + bizy — 1
a; T +bi(l?2—ci =AX - C.

an®1 + bpra —Cpy

| Fo0 = jax -

e La matrice A est de rang 2 puisque les vecteurs a et b sont libres. D’apres le cours sur les moindres
carrés, ||AX — C|| sera minimale pour 'unique vecteur X de R? donné par : X = (*4A4)~! x tAC.

Vérifions que X = (z1,73) : cela prouvera que le minimum est global.

ay bl 5
tAA = ar ... Gn . . — Ha‘ll <a7b>
b e C (a.b) 1BI1?
an by
e Calcul de (*fAA)~! (on sait que cette matrice existe car A, donc *A sont inversibles) . Pour cela

résolvons le systéme : 'AA <;> = (g

2 by =«
tAA z):<a> <:>{HOLHZ+<(1, Yy
<y B (a,b)z+|PplPy =7
On a déja résolu ce systéme a la question b) : il suffit de changer (a,c) en «, (b,c) en 3 et z1 en z, z2 en

y : les formules

_ lIBll*{a, ) — {a, b) (b, )

> d’inconnues z et y.

_ llall*¢p, ) — (a,b){a, ¢)

M= AP — (@t T lalPIbE — (b O
_ blPa—tah)s a8~ (a.ba
C T TalPTel = (@67 < Y~ Tlal P[P — (a, )2
Matriciellement
(z): 1 <|ww —WJO><a>
v) = TalPTol? = (a, 52 \ ~{a,b) lal® ) \ 5
AL 1 (IWP —mw@
CAD™ = e = (@2 \ (b))
° (a,0)
_(fa ... an . o a, c
o= (4 M)(:)(w@>
Cn
T 1 (\WF fww>(@@>
Nl Pl = (@02 \~(a.b) llal®> )\ (b.c)
_ 1 Omwm@—www@>
TallPT0I = (@, 0)2 \llall>(b,¢) — (a,b){a, )
X = (2) : F' admet en (77, 73) un minimum global
a)
F(X) =33 (@+m-a)?
i=1
%(X) = ;(h +x2—¢;)=n(z1 +22—C) carc= %;Q
g—f;(X) = Z(zl + 1z —c¢;) =n(z) + 32 —7C)

1

VF(X) = (n(z1 + 22 — ©),n(z1 + 22 — ¢))

Les points critiques de F' vérifient : 21 + 29 =¢




b)

Soit (z7,72) un point critique de F.

n n n
F(z1,73) = %Z (71 + 72 —cl %Z (c—c) 2. Or par définition, s? = %Z (c— ci)24 Donc

i=1 i=1 i=1

o F(xy,x3) — F(T1,73)

Il
Rl
-

3
V)
~N

[
—

(z1+ 22— i)’ — 5

2
(Zl +1275+576i)27%

Il
B[
Ingh

11il 1y 2y 2
=§Zl(x1+m2—a)2+§zl c—c)2+§;m1+w2—c c—ci)—%
2 " 2
%(ml+127c)2+%Jr(a:l#»ngc)Z(cfcl)f%
1n:l
%(wl—&-xz—c) + (z1 +22—70) nc—ch)
i—1
—————
=0

’ F(ml,ZQ)—F(ELEE) = %(1‘1 +£E2—E)2 ZO ‘

©)

On vient de voir que V(zy,z2) € R?, F(xy,22) — F(71,73) > 0

Aux points critiques , F' orésente des minima globaux

11 était prévisible que F' ne pouvait pas présenter de maximum globaux car lirﬂ F(z1,22) = 400.
P p———

a)
Par définition, VF(X) = (g—i(x), o 372(?0))
FX) :%iﬁa
Weuw§£w>—;aﬁ<mw)
gy)mgg>”.%a>
Or J(X) = ggi(X) g;f;( ) gg{;:(X) . donc

ot T T
X)X )

hixy . Wiy L Uy

o orn o
LI(X) = gi»{(X) gi“{(X) ZJ;Z:(X)
%W“'%m“'%m

§—£§<X> %(X) %(X) .

o= oo oo G| |1

dx;

afl( x) . iy ‘9f"( x)) VO

Oy Oz oz

tJ(X)f(X) est une colonne dont la i ®™® ligne est Z afJ

j=1

(X)f;(X). Comme on assimile les colonnes

aux listes, on peut dire que *J(X)f(X) est une n—liste dont le i ®™® terme est Z afj (X)f;(X). On
j=1

reconnait le i ®™® terme de VF(X)

| VF(X) = (0 £(X)

b)

2
Par définition, VX € RP, V2F(X) = <%xF((9f)) € Mp(R). Cette matrice est symétrique d’apres le
kOL
théoréme de Schwarz puisque F est de classe C? sur RP. Explicitons un peu :
0?F(X) 0?F(X) 82F(X))
Oxpdxy """ OxpOx; """ Oxpdxy

D’autre part, pour tout j € [1;p]

wmfz%m

La k ™€ ligne de V2F(X) est (

Ji(X), done V(k,5) € ([1:p] )?

oz

PF(X) ofi(X) 0fi(X > fi(X

Oxp0x; g o0z azk Z Bxkax @)
02fi(X) O fi( X)

a3 T Owy Oz
o Vie[lin], V2i(X) = € My(R)

P*fi(X) P*fi(X)
Ox,0xy 0T O

2
V(k,j) € ([1;p] )? 85755;) est le terme général de V2F(X)

i 9fiX) 01i(X) est le terme général de *J(X)J(X)

Jx; Oz
i=1 7 k

2
%z{:((?f]) fi(X) est le terme général de fi(X)V2f;(X),




2 € 2=

7 )i

donc, d’apres I'égalité (1), le terme général de V2(F(X) est égal au terme général de *.J(X)J(X) + la
somme, pour i € [1;n], du terme général de fi(X)V2f;(X)

+Zfz

Conclusion : V2(F(X) = IV fi(X) = )+ Z LiXOV2 (X

Partie Il
1) n
L(h) = Sl = Sy
= LUF(0) + TOR)(F(X) + J(X)h)
(1) + Rt T (X)) (F(X) + T (X)h)
(F(X)FX) + F(X)T (X + BT (X) F(X) + BT (X) T (X)h)
LUFQOIP + 1 £(X)J(X)h+ BEI(X) £(X) + ThG (X))

J(X) e My ,(R) , h € Mp1(R), donc J(X)h € M, 1(R)
F(X) = (fi(X),..., fa(X)) € R™ que 'on assimile & M,, 1(R) ; il en résulte que ! f(X)J(X)h € My (R),
donc *f(X)J(X)h € R.

Meéme raisonnement pour *h*J(X)f(X). Donc ‘At J(X)f(X) =

L]

\»—I DO D[

(X0 S(X)) = FOI(X)R
11 en résulte que L(h) = g(”f( I? + 2°h*J(X) F(X) + hG(X)R)
(X

D’apres I-4—b), 'J(X) f(X) = VF(X) et on sait que %Hf(X)H2 = F(X), donc

L(h) F(X) + ' J(X) f(X) + $ThG(X)h

F(X)+'hVF(X) + $'hG(X)h

d’aprés [-4—a)

2—a)
La matrice P est symétrique réelle de M, (R), elle est donc diagonalisable en base orthonormée.
2—b)
1l existe donc une matrice orthogonale @) appartenant & M,(R), il existe une matrice diagonale D
appartenant & M,,(R) telles que P = QDQ~! = QD'Q (puisque Q est orthogonale).

thPh = 'hQD'Qh = '(*Qh) D'Qh.
Posons Y ='Qh ; Y appartient & M, 1(R). On peut écrire Y = (y1,...,y,) en identifiant, comme le dit
I’énoncé, les éléments de R?, les matrices colonnes de M, 1(RR) et les matrices lignes de M ,(R).

P
L'égalité précedente devient thPh =Y DY = Oy}
k=1

P
L’inégalité triangulaire donne |'hPh| < Z |0k [y}

k=1
Or par hypothese vk e [1; p]] |6 < 6 . On multiplie ces inégalités par y7 > 0 et on les ajoute ; il vient

Z |05 |y2 < Z@yk < OZyk, soit finalement

k=1 k=1 k=1
[thPR| < 0]|Y|?

3—a)
F est de classe C? sur RP , son développement & l’ordre 2 existe et on a Vh € RP,
F(X+h)=F(X)+(VF(X),h)+ %qx(h)-FHths(h) avec }lliir%)e(h) = 0 et ol gx est la forme quadratique
associée a la hessienne de F' au point X.

3-b)
(VF(X),h) = thVF(X) et gx(h) = thV2F(X)h.

+ Z Fi(X)V? fi(X)> h, donc

D'aprés I-4—b), gx(h) = th(G(X)
F(X +h) = F(X)+"hVF(X)+ %fh( )+ Z F(X)V2fi(X )h e IE )

= F(X) + 'hVF(X) + }'hG(X) h+1th(zf1(X )V2£i(X) )b+ Bl e ()

—L(h)

F(X+h) =L (Zfz

Pour tout indice i € [1;n], la matrice f;(X)V2f;(X) est symétrique réelle & cause du théoreme de

)L Vet IBIPe(h) ()

Schwarz, donc la matrice 5 (Z Fi(X)V2fi(X) ) est aussi symétrique réelle.

Posons P = %(Z fi(X szz(X)) Dégalité (2) s’écrit

F(X + h) = L(h) + thPh + ||h||?e(h)
"hPh+ IRE h)‘
(Al

1 (e 2
< iy (1R 1BIP1 () )

<ﬁ\ hPh|+ ||All(h)|

h2o, ‘F(X+h)fL(h)‘

(1]

<

[I2]?
(1Al

< OlRIl+ IAllle(h)]
}}in})(&HhH + ||h|||e(h)|) = 0 donc par encadrement

<

+||h|lle(h)]  d’apres 2—b)

o | FCC+ 1)~ L(B)

=0
h—0 |||

P
9
pa(h) = 'hVF(X) = 3 hiGE(X) 5 done ok () = SF(X)

Z gii(X)h?+2 Z 9i.k(X)hihy, d’apres la formule classique du développement d’une forme
1<i<k<p
quadramque lorsque 'on connait sa matrice.

Soit j € [1;p] ; réécrivons la deuxiéme somme de ce développement en faisant apparaitre les termes en

hy



2 9C [z

Z Gik(X)hihy, = Z 9i,5(X)hihj + Z 9i.k(X)hjhy + Z 9ik(X)hihy

1<i<k<p 1<i<j<p 1<j<k<p léf,fff
9pa(h)
2 = Xhi+2 Y gii(Nhi+2 > gra(X)hi;
J 1<i<j<p 1<j<i<p

la derniére somme vaut 2 Z 9i,j(X)h; car G est symétrique, donc
1<j<isp

3<P2 —9 Z gig(X

=F(X)+ ¢1(h) + %gog(h) ; par linéarité du gradient, VL(h) = Vi (h) + %Vgog(h).

0 0 0
1Vea(n) = (B—}Lf(X),...,a—;jz(X),...,a—?(X))
P P
= (Z Zgz] hl7"'7zgi,P(X)hi)
z:pl i=1
Zgi,l(X)ht
i=1
P
= | > gis(x)hs
i=1
.
R
Zgl,p
en identifiant les lignes aux colonnes
1Vea () = G(X)h
‘ Finalement, VL(h) = VF(X) 4+ G(X)h
5—a)

La matrice *J.J est une matrice symétrique réelle appartenant & M, (R). Elle est donc diagonalisable en
base orthonormée. Soit A une valeur propre de *J.J et Y € M, 1(R) un vecteur propre associé.

tJJY =Y = 'Y'JJY = AYY, ce qui s’exprime aussi {(JY)JY = A'YY, ou encore ||JY||? = A||Y|?

2
Y #0=||Y||*> >0, on a alors A = “lﬁ‘ll , donc

5-b)
1l s’agit de montrer que Ker?JJ = {0} = Ker J = {0}.

Montrons d’une maniére générale que Ker !.JJ = Ker J

o Soit Y € KertJJ:Y € M,1(R) et LJJY = 0. Cela implique *Y*JJY = 0, ou encore ||JY|> =0
OnaJY =0, donc Y € Ker J.

o Soit Y € KerJ : Y € M, 1(R) et JY = 0. On multiplie par ‘J & gauche et on a ‘JJY = 0 :
Y € KertJJ.

On a bien I'égalité Ker'JJ = Ker J.

Donc si *JJ est inversible, son noyau est nul, donc celui de J aussi et le rang de J égal p

6)
Si 1 est un point critique de L, alors VL(E) =0.

D’aprés 4—b), on a alors : VF(X) + G(X)E =0, soit G(X)E = —VF(X) ; donc
hG(X)h = —'hVF(X) = —(h, VF(X)).

Ceci s'éerit aussi *ht.J.Jh = —(h, VF(X)), et finalement ||.J(X)h||? =

—(h, VF(X)).

On a immédiatement <Tl, VF(X)) <0

7-a)
Si la matrice G(X) est inversible, alors 'équation G( )ﬁ = —VF(X) admet une unique solution :
h=—(G(X))"'VF(X). Or d’apres 4—b), VF(X) = *J(X)f(X), donc

h=—(G(X))™" x LJ(X)f(X)

7—b)
Montrons que J(X)h # 0 pour avoir (h, VF(X)) <

Si J(X)h =0, alors he Ker J(X). Donc d’apres 5—b), heKertJ (X)J(X )A cest-d-dire h € Ker G(X).

Par hypothese, G(X) est inversible, donc Ker G(X) = {0}. On aurait donc h = 0.

D’apres 4—b), VL(0) = VF(X) # 0. Cela est contradictoire.

Conclusion : J(X)?l # 0, donc HJ(X)EH > 0 et par conséquent (E,VF(X) <
d’apres 6).

0) = —|[7(X)h[* < 0

T est une direction de décroissance de F(X)

Soit Y un vecteur non nul de R?.
tYV2L(R)Y =Y G(X)Y (Qaprés 4—c)), done *YVZL(A)Y = ||J(X)Y|? (car G(X) = tJ(X)J(X).
Or G(X) inversible implique J(X) inversible et J(X) inversible et Y # 0 impliquent J(X)h # 0

Donc VY € R? (Y # 0) = (‘'YV2L(R)Y = [|J(X)Y]|* > 0). Clest une condition
suffisante pour que h soit un minimum local d’apres le développement limité a I'ordre 2.

Partie Il
1) u

La matrice *JJ est une matrice appartenant & M,(R), symétrique, donc diagonalisable en base
orthonormée. Il existe une matrice diagonale D € M, (R), il existe une matrice V € M, (R), orthogonale
(tV = V1) telles que D =tVtJJV.

On sait que les valeurs propres de .J.J sont positives ou nulles (d’apres II-5—a)). Rangeons ces valeurs
propres dans 'ordre décroissant large, notons ¢ la somme des dimensions des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles (il y en a car JJ est diagonalisable et non nulle). Si ¢ < p, alors
dimKer?JJ =p—q>0etily ap— q zéros sur la diagonale de D. Si Pon note Ar,...,Ag, Ag41s---, Ap

A1

A
les termes diagonaux de D, on peut ecrire D = 4 At
q+

Ap
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avec A\; > Ay >
2-a)

Le rang de la matrice 'J.J est égal au rang de D puisque les deux matrices sont semblables.

A >0et Agpr=... =X =0

rang(*JJ) =¢q

2-b)
On sait que Vi € [1;¢], V; est un vecteur propre de *JJ associé & la valeur propre \; > 0 : 'JJV; = \;V;.
Donc (J1J)JV; = \iJV;.

Si JV; =0, alors V; € Ker J, donc V; € Ker!JJ d’apres [I-5—b) ; le vecteur V; serait un vecteur propre
de *.JJ associé & la valeur propre 0, ce qui est faux.

Donc JV; est un vecteur propre de J*.J associé & la valeur propre non nulle \;.

Toute valeur propre non nulle de *.J.J est une valeur propre non nulle de J*.J. Par symétrie des roles joués
par J et '.J, on en déduit que toute valeur propre non nulle de J'.J est une valeur propre non nulle de
tJJ.

Les matrices J'J € M, (R) et JJ € M,(R) ont les mémes valeurs propres non nulles

2—c)

Nous supposerons que la famille ((Y7,...,Y;) est une base orthogonale du sous-espace propre
de 'JJ associé a une valeur propre \ > 0, ce qui semble avoir été omis dans I’énoncé.

Soit (Y1,...,Y,) une base orthogonale de vecteurs propres du sous-espace propre de '.JJ associé¢ & une
valeur propre A > 0.

Soit (a1,...,q,) ER" / Z arJY;, = 0. Prenons le produit scalaire de ces deux membres avec JY; pour

k=1
i € [1;r]. On obtient, apreés avoir utilisé la linéarité par rapport & la premieére variable du produit scalaire,

S ar(JY, V) =0 = > o (JV)JY; =0
k=1 k=1

-
= aIIIY =0
k=1

< Z apA'YY; =0 puisque Y; est un vecteur propre de f.JJ associé & A
k=1
= a\Yi|]? =
puisque les vecteurs Y}, sont deux & deux orthogonaux.

A >0 et [|Vi]|? > 0 ; I'égalité précédente implique c; = 0

T
Y(a,...,ap) ER™/ ZakJYk =0 => oy, = 0 pour tout k € [1;7] : la famille (JY}) est libre
k=1

2—-d)
Soit E) le sous-espace propre de tJJ associé a la valeur propre A > 0 et notons 7 sa dimension. Soit
,...,V,) € (Mp,l(]R)) une base orthogonale de E).

-
JV,) € (Mn;l(]R)) est une famille libre de Y}, sous-espace

propre de J'J associé & A > 0. Si I’on note r’ sa dimension, on en déduit r < r’. Par la symétrie de roles
joués par ‘.J et J, on en déduit que 7’ < r.

On vient de voir que la famille (JV4,...,

Conclusion r = 7.

Puisque J.J est diagonalisable, son image est égale 4 la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles. De méme pour JtJ. D’apres le résultat précédent, et puisque ces deux matrices
ont les mémes valeurs propres non nulles, on conclut

Les matrices 'J.J € M,(R) et J'.J € M,(R) ont le méme rang q

3-a)
Vi € [1;¢], i >0, donc U; = \/%JVi existe et appartient & R”™ ou M, 1(R). Soit ( ([t;4])?
(Ui, Uj) (JV;, JV})

f\f
_W

_ 1 g
_\/TL\/X 1(]‘]) J

_ 1
VAi/Aj
Les vecteurs V; et V; sont des vecteurs colonnes de la matrice V', qui est une matrice orthogonale, donc
ces deux vecteurs sont normés et orthogonaux des que i # j. D’ou le résultat :

0 siidj
VU =4 N

VAV

La famille (Ug) 1 < k < g est une famille orthonormale de R™, formée de vecteurs propres de J*.J car Vj
est un vecteur propre de *.J.J, donc JV}, est un vecteur propre de Jt.J, donc Uj, aussi.

3-b)
(Uy,...,U,) est une famille libre (orthonormale) de ¢ vecteurs propres de J*.J, associés aux valeurs propres
non nulles de J'J. Donc Vj € [1;q], U; € Im(J'J).

La dimension de cette image est ¢ d’aprés 2—c), donc (Ui, ...,U,) est une base orthonormée
de Im J'J ; c’est aussi une base orthonormée de la somme des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles de J'J.

HIV)IV; = —L V' 1TV,

1
Ny

A\;j'ViV;  car V; est un vecteur propre de *.JJ associé a \;

sij=i

Puisque la matrice J'.J est diagonalisable (en base orthonormée d’ailleurs) les sous-espaces propres sont
supplémentaires. Le sous-espace propre associé a la valeur 0 est Ker(J'.J).

R" = Im(J'J) @ Ker(J'J) ; d’ailleurs ces deux sous-espaces sont orthogonaux.

,Up) de Ker(J!J), la famille
U,,) est une base orthonormée de R"

Donc si on prend une base orthonormée (Ugy 1, . . .
(Ula'*'7Uq1Uq+11"'7

4)

Soit S' = tUJV, on remarque que S’ € M,, ,(R) car Ve Mp(R), J € M, p(R), U € M,(R). Ecrivons
51,]' son terme général (onal<i<n, 1<j<p).

sl - est le résultat du produit de la i ®™® ligne de ‘U, qui est 'U;, et de la j ®™°

3
JVj. Donc | s, ; =tUJV; = (Ui, JV;)

@]

colonne de JV, qui est

e Pour 1 <j<gs; =
donne

Vi € [1;4], = \/A; puisque U; est normé.

e Pour j > ¢+ 1, le vecteur JV; est nul ; en effet, V; est un vecteur propre de *.J.J associé¢ & la valeur
propre 0, donc c’est un vecteur de Kert.J.J d’aprés la question 1) ; d’apres la question II-5—a) on sait
que Vj est aussi un vecteur de Ker J, donc JV; = 0 et par conséquent (U JV;) =0

(Ui, /AjUj) d’apres la définition des U; , donc s ; = /Aj(Ui, Uy), ce qui

s;; =0 pouri#jets);



Donc s; ; = {0\‘ Aj sli=jet 1<5<4q Op retrouve le terme général de § : S = 'UJV
sinon

Les matrices U et V sont orthogonales (ce sont les matrices dont les colonnes sont constituées des vecteurs
de 2 bases orthonormées de R™ et de R?).

Dans le résultat précédent S = *UJV, multiplions les deux termes par U & gauche et 'V A droite ; il vient

UtUJVYV = US'V, soit | J = US'V |puisque U'U = I, et VIV =1,
5—a)
Soit 1 >0

tJJ] = (US'V)US'V = VISIUUS'V = VISS'V car U'U = I,. Or la matrice V est orthogonale,
donc I'égalité précédente traduit le fait que ‘JJ et SS sont semblables dans un changement de bases
orthonormées.

A1
A
tSS = a avec A1 > Xy > ... > Ag>0et Ay =0pour k>gq
Ag+1
Ap
AL+ p
Mg+ 1
tss I, = a
b Ag+1 +

Ap+u
Vi € [1;p], Ai >0 et p > 0 impliquent que tous les termes diagonaux sont strictement positifs.

La matrice *SS + pul, est inversible, donc *J.J + pl, aussi puisque les deux sont semblables

5-b)
Notons A = ‘JJ + ul, .
A =V('SS+pul,) x 'V donc
A1 =V(#SS +pul,) ' x*V  car 'V =V"1, donc
AU xt] =V(SS +pul,) "t x vty
=V(SS + pul,) "t x tV((US'V)  d’apres 4)
— V('SS + L)L x 'VVIStU

=V(tSS +pul,)"! x*S'U  puisque V est orthogonale
Pour avoir la relation demandée : (*JJ + pul,) ! x tJ = VR'U il suffit de vérifier que
(tSS + ul,) ' xtS=R.

Remarquons que cette égalité équivaut a (!SS + pul,)R =*S. C’est celle 1a que nous allons vérifier.

Notons r; = X +IH pour 1 <i<p
nooo .. 0 ... 0
0o . . : :

R=1|: € Mpn(R)
0 rp 0 0

VA0 0
0
-
S = 0 0 VA
0 .. 0
0 .. 0
VA0 0
0
tg — .
0 VA 0
)\1+/L
tSS + pl, = At
avec A\, =0 pour k> q+1
A+ p
(1SS + pl,) R = Ag
(A +p) 0
0
0 coorp(Ap )

0
€ Mpn(R)
0
Ap + 4
r 0 ... 0 ... 0
0 . . .
Ap + 4 0 rp, 0 0
0 ... 0 VA0 L 0 ... 0
: : 0o . : :
0 ... 0 0 VA 0 ... 0

En effet, les n — p dernieres colonnes de R sont nulles, donc celles de (*SS + ul,)R aussi et pour les p
premieres cela revient a faire un produit de matrices diagonales.

On retrouve bien la matrice 'S

5-c)
Gardons les notations r; = VA
Ai + 13
V1,1 Vi,p
V= : e My(R); R=
Up,1 Up,p
U1,1 Uln
U= : € M,(R) ;

Upl -ov Unp

pour 1 < < p ; on remarque que r; = 0 pour ¢ > q.

o 0 ... 0 ... 0

0 .

: € Mpn(R) et
0 ... P R U (]
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01,1 12012 oy 0 . 0 Ul - Ujn
T1U2,1  T2U22 TpV2,p : : :
trr .
VR'U = : Uty --- U
T1Up,1  T2Up2 pUpp 0 ... 0 Yin -or Uim

Soit a € [1,p] et 8 € [1;n]. Le terme général d’indice (a, 8) de ce produit est

V1,i

s

trr.
VitUy = | wayi | X (w1 ... ugi .. Unyi)

Up,i

Un,1

Ui

Un,n

P
E TkVa,kUB, k-
k=1

P
Son terme d’indice (v, ) est vqug; Le terme général d’indice (o, 3) de la somme ZriVitUi est

P
E TiVa, iU i
i=1

i=1

Les deux résultats encadrés sont égaux puisque les indices sont muets. De plus la somme s’arréte a g

puisque r; = 0 pour ¢ > q.

i=1

q q \/)\7
VRWU =" rVi'U; ; done (VS + plp) 7L x 1) = Y2
i=1

— i+

Vi'U;

6—a)
F(X +h) = M(h) = F(X +h) — L(h) = 5|||[? ; donc
F(X+h) —M(h) _ F(X+h) —L(h) plhl|
A T 2
(X +h) — L(h)

On sait que %in% = 0 d’aprés II-3—a) donc

[17]

lim

h—0 ||R]|

F(X +h) — M(h)

=0

6-b)

M(h) = L(h)+ 5In|?

= F(X) +'hVF(X) + S'hG(X)h + §hh  d’apres T1-1)

= F(X) +'hVF(X) + 3'h(G(X) + uI)h
D’apres II—4—b) et ¢) on peut écrire
VM(h) = VF(X) + (G(X) + pl,)h = VL(h) + pih
V2M(h) = G(X) + pl, = V2L(h) + pl,,.
6—c)

Les points critiques h* de M vérifient VM (h*) = 0, soit (G(X) + plp)h*

(G(X) 4 pI,,) est inversible,

= —VF(X) et, puisque

h* = —(G(X) + pl,) " 'VF(X) avec VF(X) = tJ(X)f(X)

Puique VF(X) # 0, on en conclut —(G(X) + pl,) 'VF(X) # 0 (car (G(X) + ul,,) est inversible), donc
h*#0

h* = —(G(X) + ul,)"'VF(X) est non nul et c’est I'unique point critique de
M
- . = VXD ¢
D’apres 5—c), h* = —(; mvz(X) Ui(X))f(X)
6—d)
(h*,VF(X)) ='WVF(X)

= —"h*(G(X) + pl,)h*
— —th*G(X)h* _ /.Lth*h*
= —[[JOR? = pl|2¥|?
car G(X) = 'J(X)J(X).
h* est une direction de décroissance de F' en X.
Soit Y € R?, non nul.
tYVEM(RY)Y =Y (G(X) + pl)Y = ||[J(X)Y|Pu+||Y]?*>0

C’est une condition suffisante pour que M admette en 2* un minimum local
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Exercice
|
1)
f est un polynéme par rapport aux variables a et b , défini sur R? et & valeurs dans R
D’apres le cours, f est de classe C? sur R?
2—a)
0
W an) =0
Un point (a,b) de R? est un point critique si et seulement si (a, b) est solution de (S) = af
%(a7 b) =0
%) —0 2wk by =0
6f " 0 — n
ap@b) = > 2az+b-y) =0

k=1

n n n
azzi +bek — Zykzk =0
k=1 k=1

kzln n n

aZIk+Zb—Zyk =0
k=1 k=1 k=1
n n n
az;riwLbsz :Zwkyk

k=1 k=1 k=1

a Z z + Z b Z Yk
k=1 k=1 k=1

- {aéx%ernx :gzkyk
{

naz + nb =ny
LL(LT + nb = n’? Lo +—— L4
aZx%erni :Zxkyk
k=1 k=1
aT +b =y Li—iL

n n
a(in—n(fﬁ) =Zykxk—nf><y Ly «—— Ly —TLy
k=1 k=1

. aT +b =7
=136 - @) =S -7 x7)
k=1 k=1

3

2-b)

Remarques

1 o2 = %i(zi — 2T + (7)?)

k=1
= %(Zzz 2 x Y +Z(f)2)
k:zl k=1 k=1
- %(in —2n(T)? + n(T)
k=1
_1 - 2 2
o (; zi, — n(T) )
=33 (et -@?)
k=1

(2) cov(z,y) = %Z(Zk —Z)(yx — )
n n n
Ty =T D Tk —T D Y+ P T X ?)
k=1 k=1 k=1

k
:%(Zxkyk—nyxf—nfxy-s-nfxy)

Il
3=
M-

TrRYr — NT X ﬂ)

n
Dans ces conditions, a Y (22 — (7)?) = Z(ykxk — T x ¥) s'écrit aussi ao? = cov(z,y). Or o2 # 0 sinon,

k=1 k=1
d’apres la définition de o2 on aurait Vk € [1,n], z) = T, tous les x, seraient égaux, ce qui est contraire
a I’hypotheése. On peut diviser par o2 1’égalité précédente et on a | ¢ = w —-a
O-I

L’égalité az + b =7 s’écrit | b = b= y—azxT

2—c)

La fonction f est de classe C? sur I'ouvert R2, on peut donc lui appliquer le Théoreme de Schwarz :
>f _0f
9005\ ®?) = gp9a (©:0)-

Comme R? est un ouvert, f ne peut admettre un extremum local qu’en un point critique, donc uniquement

au point (@, b).

Utilisons les notations de Monge. Pour tout couple (a,b) € R?,
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k=1
2 n
(‘?agb(a’ b) =s(a,b) = QZxk =2nT
k=1
5 n
%(a,b) =t(a,b) =2 1=2n
k=1

(s = rt)(a,b) = 4n?(7)? — 4”2 z2

k=1
= 4n(n(*)2 - Zwi)
k=1
= —4dn Z(x% - E)Z
k=1

= —4n%02  d’apreés la remarque (1) faite au 2—b)

02 #£0= 02 >0, donc ’ f présente un extremum local en (@, b) ‘

n

Les nombres zj, n’étant pas tous égaux, 'un au moins d’entre eux n’est pas nul, donc r(a, b) = 2 E 1% >0
k=1

’ f présente un minimum local en (6,3) ‘

k=1
" 2

= (@ —ma—(w-9)

k=1

n n n
=@y (e -7 —2y (vx —D)ye —7) + ) (v — )’
k=1 k=1 k=1

=a%no? — 2ancov(z,y) + naz

_ n(cov(x, y))? B n2(cov(l’, ))®

2 P
d 2—b
- +no, apres )

|
BN

cov(z, 2
n(gg_( ( y)))

| @) = no2(1 - r(e.y)

3— a)

f(a,b) est une somme de carrés, donc f(a,b) > 0. En particulier f(a,B) >0, donc naz(l —r%(z,y)) > 0.

Les yr n'étant pas tous égaux, 'un d’entre eux au moins est différent de g, donc o # 0 donc o2 > 0.

—

L’inégalité précédente équivaut a 1 — r?(z,y) > 0, donc 7%(z,y) < 1, donc z,y)| <1

3—b)

Si lr(z.u)l = 1. alors f(a. ) = 0. ce aui équivaut successivement &

n

Z(aﬂﬂk +b—yi)? =0
k=1 R
Vk e [l,n], azy +b—yx =0
Vk e [1,n], yi = axy +9

’ Les points (z, yi) sont tous sur la droite d’équation y = az +3‘

Probeme
m

Commentaire concernant la remarque (X; =0) = (X;41 =0) :

Cette implication a été contestée en disant : on peut avoir simultanément aucun individu contagieux
le jour i et k, (k > 0) individus contaminés, non contagieux ce méme jour, ce qui impliquerait que
(Xi+1 = k)

Ceci est faux, cette situation ne peut avoir lieu.

Explication : Si le jour i + 1, il y a k (k > 0) individus contaminés et contagieux, alors ces k individus
ont été contaminés le jour i. Donc ce jour la, il doit y avoir au moins un individu contagieux, pour les
contaminer, c’est-a-dire que X; # 0.

On vient de montrer : X;41 #0=—= X; #0,ce quirevienta: X; =0 = X;;,1 =0

1)
x a
. N y b
Résolvons le systéme (S): R S Bl
t d
y—6z+t =a
z + 5z =b
(S) :»{_x s —¢
—y =d
Y =—d
z+5z =b
(:){erz =c
—6z+t =a+d
y =—d
E =tb+e) Ly F(Ia+1Ls)
x =z-c
t =a+d+6z
z 7%(1}—50)
—{Y 7Id
z =€(b+c)
t =a+b+c+d
1 5
x 05 ¢ © a
Ceci équivaut a 1'égalité matricielle Yl=10 (1] (1) -1 b
z 0 = = 0 c
t 6 ¢ d
11 1 1



1 .5
0 6 6 0
On en déduit R~ = 8 (1) [1) _01
6 6
1 1 1 1
2-a)
T 0
Le réel X est valeur propre de S si et seulement si le systéme (S—AI) | y | = | 0 | n’est pas de Cramer.
z 0
Ce systéme équivaut au systéme % suivant
O—-XNz+4y+42+9t =0
(4= Ny +5z =0
) y— Az =0
-t =0
e Pour )\
10z+4y+4z+9t =0
by + 5z =0
&) = y+z =0
t =0
t =0
= z =y d’apres Lo et Lg
10z =0 en reportant les résultats précédents dans Ly
z=0
s JVER
z=-y
t=0
Le systéme n’est pas de Cramer, il admet d’autres solutions que la
solution (0,0,0,0) : A = —1 est valeur propre de S.
Le sous-espace propre associé est :
E_; ={(0,y,-y,0) € R* / y € R} = vect((0,1,—1,0))
e Pour A\=0:
9r +4y+42+9t =0
(2) = 4y +5z =0
=0
9 +9t =0
y =z =0
eR
Y=z = 0
t eR

Le systéme n’est pas de Cramer: A = 0 est valeur propre de S.
Le sous-espace propre associé est :

By = {(~,0,0,¢) € R* / t € R} = vect((—1,0,0,1)) = vect((1,0,0, —1))

e Pour \=5:

dr+4y+42+9t =0

—y+5z =0
() = =5z —0
-5t =0
t =0
=y =05z
r = —62
Le systeme n’est pas de Cramer: A = 5 est valeur propre de S.
Le sous-espace propre associé est :
E5 = {(—62,52,2,0) € R* / 2 € R} = vect((—6,5,1,0))
e Pour A=9:
dy+4z+9t =0
=5y + 5z =0
(2) = y— 9z _
-9t =0
t =0
y =-—z d’apres Ly
= y =z d’apres Lo
y =9z d’apres Ls
T eR
= qy=z =0
t =0
Le systeme n’est pas de Cramer: A =9 est valeur propre de S.
Le sous-espace propre associé est :
Ey = {(2,0,0,0) € R* / 2 € R} = vect((L,0,0,0))
2—b)

Le calcul n’est pas nécessaire : supposons S associée & un endomorphisme s de R* dans la base
canonique B de R*. s admet 4 valeurs propres distinctes , donc s est diagonalisable puisque
dimR* = 4 (c’est une condition suffisante). On obtient une base de R* formée de vecteurs pro-
pres de s en réunissant les bases de E_q, Ey, E5 et Ey trouvées dans le 2—a). Une telle base est

B = ((07 1,-1,0),(1,0,0,-1),(-6,5,1,0), (1,0,0,0)) ; dans cette base la matrice de s est :

1
D=

oo oo
o oo O

- 0
0 0
0 0
0 9

La matrice de passage de la base B & la base B’ est R. D’apres la formule de changement de base pour

SR

les endomorphismes, on a| D

2—c)

L’égalité précédente s’écrit aussi S = RDR™! ce qui implique (c’est maintenant un résultat classique du
cours qui peut se montrer facilement par récurrence)

Vn € N*, §" = RD"R~! (formule valable pour n = 0 avec la convention S° = D" = I)
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Calculons explicitement : soit n € N*,

1 _5
0 1 -6 1\ /(-D» 0 0 0 05 - ©
g |1 0 50 0 0 0 0 00 0 -1
“l-1t 0o 1 0 0 0 5" 0 0% % 0
0 -1 0 0 o 00 9/ \y ] ] 4
1
0 0 —6x5" 9*\ (0 & —% 0
| > o 50 00 0 -1
B W G N A N R S S
0 0 0 0 11 1 1
gn ( —)5" +9n —5" 49" gn
O nt15 5L
o 0 g +2G (C)mHE+2e— 0
- (=Dt 5n 5., 5"
0 T +t%  (yg+g o0
0 0 0 0

On, peut remarquer que cette formule qui donne explicitement S™ n’est pas valable pour n = 0 puisque
T’on n’obtient pas I.

3-a)
On a vu que (X,, = 0) = (X,41 = 0). Donc la variable X,,;; conditionnée par ’événement (X,, = 0)
ne prend que la valeur 0

Vn €N, Pix,—0)(Xn+1=0) =1

3-b)
Si (X, = 3), les 3 individus sont contagieux le jour n, ils sont donc sains le jour suivant d’aprés I’énoncé.
Donc la variable X,,11 conditionnée par I'événement (X,, = 3) ne prend que la valeur 0

Vn € N, P(Xn:3)(Xn+l = 0) =1

3—c)
Si X, = 1, I'individu contagieux le jour n sera sain le jour suivant : il y aura au plus 2 contagieux le jour
(n+1).

Sous la condition (X, =1)

e (X,41 = 0) signifie qu'aucun des deux individus sains le jour n n’a été contaminé (ce méme jour
bien-str). Par indépendance des contaminations,

2
Pix,=1)(Xny1 =0) = (%) = %
e (X,4+1 =1) signifie qu'un seul des deux individus, que nous nommerons A et B, sains le jour n a été
contaminé.
Px,=)(Xn1=1) = P((A est contaminé mais pas B) U (B est contaminé mais pas A))

= P(A est contaminé mais pas B) + P(B est contaminé mais pas A)

car les deux événements sont incompatibles

= % X3 + g % par indépendance des contaminations

4
Pix,=1)(Xn1=1) = 9
o (X,41 = 2) signifie que les deux individus sains le jour n ont été contaminés ce méme jour.

P{;( 71\(XT,+1 = 2) = %

On a bien

P =0 = (3) (5)' ()
et = (3) () ()
et =2 - (3) (V)
’ La variable (X,4+1 / X, = 1) suit la loi binomiale B(2; %) de parametres 2 et %

Si (X,, = 2), il y aura au plus un contagieux le jour suivant. Nommons C; et Cy les deux individus
contagieux le jour n et C' l'individu sain le jour n.

Sous la condition (X, = 2)

o (X,4+1 =0) signifie que (C' n’ a pas été contaminé par C7) et que (C' n’ a pas été contaminé par Cs).
Par indépendance des contaminations,

2
Px,=2)(Xnt1 = 0) = (%) =5
o (X,41 =1) est I'événement contraire du précédent, donc

Pix,=2)(Xny1=1) = g

’ La variable (X,,+1 / X, = 2) suit la loi de Bernoulli B(%) de paramétre 8
3-d)
C’est du cours
2
E(X"+1 /X, =1 =2x1-2
E(Xuw / Xa=2)=1x 3 §
n+1 n = - 9 | 9

4-a)
Xo(2) = [0;3] et X;1(Q) C [0;3]
Utilisons le systéme complet d’événements {(XO = z) / 0 <4i<3}.Dapres la formule des probabilités
totales, pour tout j € [0;3], on a

3
(3) =% sii=o
2
3 3><%><(%) =% sii=1
P(Xl = ]) = ZP(XO = i)P(oni)(Xl :_/) avec P(XO = i) = 5 ,
i=0 3><<l) x2=2 4i=2
B 3 379
3
(b sins
car la variable X suit la loi binomiale B(3, %)
¢ Pixy—0)(X1=0) =1 dapres 3—a)
Pix,=1(X1=0) = % d’aprés 3—c)
Pixy=2)(X1=0) = % d’aprés 3—c)
Pixy=3(X1=0) =1 dapres 3—b)
—0) = 8 .4 4,4, 2 1 _ 51_|
Done, P(X; =0)=1x% gz + 5 X g+gxg+1xg =g=
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o  Pix,—0)(X1=1) = Px,=3)(X1=1)
Pix,=1)(X1=1)

Plxo=2)(X1=1)

. P(XO:O)(Xl =2)= P(X0:3)(X1 =2)
Pixy=1)(X1=2)
Plxy=2) = (X1=2)

e Remarquons que l'on n’a jamais P(X, 1 = 3) d’apres la question 3).

Done, P(X; = —E
_ 26 4 34
’E(Xl)— *JIT2X8I T8 ‘

4-b)

BX, [ Xo=0)=0 : PXo=0)=(2)"=%

E(X,/Xo=1)=2 P(X0=1)=3><(

©olot Wty

E(X)/ Xo=2)= ;P(Xo=2)=3><(
11
E(Xi/Xo=3)=0 ; P(Xo=3)=(}) =4

(On a utilisé les résultats du 3)).

3
S E(Xi [ Xo=i)x P(Xo=i)=2xg+3x2=2 410 -3 _ p(x))
i=0

Remarque : Cette égalité s’appelle la formule de I’espérance totale.
5—a)

La famille {(X,, =4) / 0 < i < 3} est un systéme complet d’événements, donc | u, + v, +w, +t, =1

5-b)

3
= Py, iy (Xng1 = J)P(Xy =)
1=0

11 en résulte que : Vj € [0;3], P(Xp41 =1J)

P(Xp:1=0) :lxun+%xvn+%an+lxt"
P(Xp41=1) =0><un+%><vn+g><wn+0><tn
P(Xp41 =2) :Oxu"+é><vn+0><wn+0><tn
P(Xny1=3) =0,
Un+1 Un,
toujours & I’aide des résultats du 3). Matriciellement, on obtient Ot L [ Y | avee
Wn+1 Wn,
tn+1 tn

[N e f=]
O O Ol Ol
O O OIUt Ol
o o (=]

5—c)

1
1l est alors clair que | M 9

Un réel A est valeur propre de M si et seulement si il existe une matrice colonne X non nulle appartenant
a My 1(R) telle que MX = AX ; ce qui équivaut a SX = (9N)X, c’est-d-dire que 9\ est valeur propre
de S.

A € spect(M) <= 9\ € {—1,0,5,9}, donc

spect(M) = {~§,0.3.1}|

5—d)

Par une récurrence classique que nous ne ferons pas, on montre que ’ vneN, U, = M"Uy

e S

n n 1\n n ug
Done U, = k5"t = | §(5) n*%(g ) ‘%(Tl)n +%(gn 0 w
A I
0 0 0
D’ou

U =g+ (1— (8)")110 +(- (8)n)wo Tt

5\" 5\"
=u0+vo+w0+t0—(§> 'Uo—(g) wo

e GE) 2 ) 2

6—a)
+oo

F= U (X, =0). Dire que I'événement F est réalisé c’est dire, par définition d’une réunion, qu’il existe
n=0

une entier n € N tel que 'événement (X,, =
ol le virus a disparu.

0) est réalisé. Cela veut dire qu'’il arrive un jour, le jour n,

L’événement F est ’événement ” le virus a disparu ”
6—Db)
On a vu que (X;,, = 0) C (X,+1 = 0) car toute éventualité qui réalise (X,

= 0) réalise aussi (X, 41 = 0).
F est alors I'union d’une suite d’événements, croissante pour I'inclusion. D’aprés le théoréme de la
limite monotone,

P(F)= lim P(X,=0)=

lim wu, =1 car
n—-+4o0o
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=1 (§)"na () mer 3 <1 = tm_(3)" =0

Remarque : Ce résultat ne dépend pas des valeurs uo, ..., to

’ P(F) =1 veut dire que I'on est quasiment certain que le virus va disparaitre

1-a)

. 0 sij>0
o )= Px,=0)(Xnt1 =J) = { 1 sij—0
car si les individus sont tous sains le jour n, ils le sont encore le jour suivant.

. 0 sij>0

o qnj = Px,-n(Xny1=7J) = {1 sij=0
car si les individus sont tous contagieux le jour n, ils sont sains le jour suivant.
o ¢nN=PFPx,—y(Xns1=N)=0
carsii >0 (il y a ¢ individus contagieux le jour n), ces i individus seront sains le jour suivant : on n’aura
pas Xpqp1 =N

Sii =0, on a vu l'explication au début du a). On a (X, =) N (X411 =N) =10
Remargue : Ceci prouve que l'on n’a pas : Vn € N, Vi € [0; N], P(X,, =1i) > 0.

N
L’énoncé comporte une erreur, car P(X,41 = N) = ZP(Xn:i)(XnH =N)P(X,=1)=0;
i=0

le vrai énoncé doit étre Vn € N, Vi € [0; N[, P(X, =14) > 0.
1-b)
Si 4 individus sont contagieux le jour n, ils sont sains le jour suivant. Donc ce jour-la, numéro n+ 1, il ne
peut y avoir, au plus, que N — ¢ individus contagieux.

Donc, si j > N — i, la probabilité ¢; ; = 0

1—c)
D’aprés ce qui précede, la variable X,, 11 conditionnée par I'’événement (X,, = ¢) ne peut prendre que les
valeurs que [0, N — 4].

L’observation de N —i individus, autres que les ¢ contagieux, est une suite de N —i épreuves indépendantes,
identiques, a deux issues possibles : le succes S ” I'individu observé est contagieux le jour n+1" et I'échec
S ”I'individu observé est sain le jour n+1 7.

La variable X, ;1 conditionnée par 1'événement (X,, = i) indique le nombre de succes.

Cette variable aléatoire suit donc la loi binomiale de parameétres N —i et P(S).

Soit C1, ..., C; les individus contagieux le jour n et soit I un individu sain le jour n.

L’événement S : Vindividu I est sain le jour n+ 1 est 'intersection des événements indépendants suivants
Ij, : I n’est pas contaminé par Cj, pour k € [1,1]

Or la probabilité que I ne soit pas contaminé par Cy, le jour n est ¢ = 1 — p. Il en résulte que P(S) = ¢*
et donc P(S)=1-¢'

X,+1 conditionnée par (X,, = i), notée X,,+1 / (X,, = i), suit la loi binomiale B(N —i,1 — ¢*)

2—a) - -

N
ZQi,j =
j=0

M=

Pix,=i(Xnt1=17)
j=0

s
Il

P(X, =iN Xpi1 =j)
P(X, =)

Il
.MZ

<.
Il
o

—_

N
mgp((Xn:imxn+1:j)

P(X, =i)
T P(X, =)

3

d’apres la formule des probabilités totales

N
Donc qu =1
=0

Remarque 1 : Ce résultat est valable si P(X,, =) # 0 et cette situation est fausse si i = N et n > 0
Sii= Netn>0,alors (X, = N) = (X,41 = 0), donc Px,—n)(Xnt1 = j) = 0 pour j € [1,N] et
Pix,=n)(Xns1=0) =1

N N

Dans ce cas 14, ZqNJ = ZP(X”:N)(Xn-H =J)=Px,-n)(Xns1=0)=1
j=0 =0

Donc le résultat est encore valable et on peut dire :

N
Vie[o,N], Y g, =1

j=0

Remarque 2 : Dans les cas P(X,, = i) # 0, on aurait pu obtenir cette égalité en disant que l’application
N
P(x, =) est une probabilité, donc ZP(Xn:i)(XnH = j) = 1 puisque la famille (X,,41 =j) /0<j< N

=0
est un systeme complet d’événements.

N
ZQLJ'
J=0

La somme des termes de chaque ligne de @) vaut donc 1. Donc Q [ * | = : =

N
Z qn,j
j=0

Ceci prouve que | 1 est valeur propre de Q | et que € Mp41,1(R) en est un vecteur propre.

2-b)

Un vecteur propre étant un vecteur non nul, il existe au moins une coordonnée non nulle ; les valeurs
absolues des coordonnées sont positives ou nulles et il y en a au moins une qui est strictement positive
(sinon toutes les coordonnées seraient nulles). Si I'on considére la coordonnée qui a la plus grande valeur
absolue, cette coordonnée est non nulle, puisque sa valeur absolue est strictement positive.

Si l'on note V(i) cette coordonnée, on a |V (4)| =, max, |V(j)| et V(i) #0.
<i<
N

La ligne numéro i du systeme QV = AV s’écrit Z qi,;V(j) = AV (4), ce qui implique successivement :
j=0



N
[AWV@©)] = IZ 0,5V (4)
inégalité triangulaire

[V (i) <Z|qm

N
VAT <3 a4V ()

car g;; >0
N ,
Al qui,j‘V(?” car |V(i)| > 0
244 [V ()]
N
V)l
A < ¢i; car <1 etqg;>0
| ‘ ];0 J |V(Z)‘ J
N
Si A est une valeur propre de @, alors [A| <1 car qu' =1 d’aprés 2—a)
Jj=0

3)

La famille {(X,, = 0),...,(X, =
P(X,, = N) peut étre nulle).

N)} est un (pseudo) systéme complet d’événements (pseudo puisque

N

=Y Pix,=(Xns1 = H)P(X, = j)
7=0
N

=" giuP(Xn =)
7=0
= qiP(Xn =0) + @ P(Xn =1)+...,qn P(Xn = N)

Yk € [0, N], P(Xni1 = k)

P(X, =0)
=(qok --- qNk) :
P(X,=N)
produit d’une matrice ligne et d’une matrice colonne
0,0+ --- qn,0
P(X,11 =0) ) P(X, =0)
Donc, =1 9k--- --- qN,k
P(X,+1=N) P(X,=N)
qo,N -+ ... qN.N
On constate que U,41 = ‘QU,
4—a)

Par des récurrences classiques que nous ne ferons pas, on montre que

Vn eN, U, = M"Uy et Vk € [0; N], Yn € N, M"V;, = A}V;

N N
Done, Vn €N, U, = M"Y ar Vi = > o M" Vi
k=0 k=0

N
VneN, Uy =Y arhiVi
k=0

La colonne des coordonnées de Vj est Vi(i) |, donc la colonne des coordonnées de agA}Vy est

N
D ALV (0)
APV (0) k=0
: N N
apAVi(i) | , donc celle de Zakz\sz est Eak)\}:Vk(i)
: k=0 k=0
ak)\ng (N)
Z ak/\k Vk

La colonne des coordonnées de U, est | P(X,, = 1)

N
L’égalité : Yn € N, U,, = Zak/\ka donne Vn € N, Vi € N, P(X, Zak)\ka
k=0
4-c)
N
P(X, =) = aoVo(i) + Y axApVi(i) car Ao =1
k=1

Vk e [1,N],ona || <1, donc lim A} =0
n—+4oo

11 en résulte que : Vk € [1,

N], Vi€ [0,N], lim P(X, =i) = aVa(i)

D’apres I'énoncé, Vo(i) =1sii =0et Vo(i) =0 pour 1 <i < N

’ Donc, Vi € [1, N], liIJP P(X,=1)=0

4-d)

La famille {(X,, = 0),...,(X, = N)} est un (pseudo) systéme complet d’événements, on a :

N N
S P(X,=i)=1=P(X,=0)+Y P(X, =
i=0 i=1

N
D’apres le résultat précédent, lim Z P(X,
n—-+o0 =

=i)=0,donc| lim P(X,=0)=1

n—+oo

Cela veut dire que 1’on est quasiment certain que le virus va disparaitre.
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1-a)

Les variables aléatoires Y; étant indépendantes et suivant la méme loi de Bernoulli de parametre p,
m

m
la somme ZYi suit la loi binomiale B(m,p) de parametres m et p. Donc E( Yi) = mp et
i=1 i=1

E(ﬁ) = %mp:p

Y, est une fonction des Y; pour 1 < i < m, donc Y, est un estimateur de p

Y, est un estimateur sans biais de p ‘

m
Le risque quadratique est donc égal & V(Y,,) = 77112 V(Z Yi) = #mp(l —p) :
i=1

1-b)

On veut montrer que P(K — 4/ % <p<Y,+ %) > 0.95
ceci équivaut a P(|Y7m—p| < %) > 0.95, puis a —P(\K—m < 1/%) < —0.95, c’est-a-dire
1— P(\Yimfpl < 1/%) < 0.05, et finalement P(\Kfp\ > %) < 0.05.

D’apres Bienaymé-Tchebycheff, P(|K —p|> g) < YV ¥)

R

(1)

V(¥m) _p(1-p) _p(1-p)

ORI

D’autre part, pour tout p € [0;1], p(1 —p) < % (inégalité classique dite de Bernoulli)

Or

Montrons la :

Posons f(z) = 2(1 — ) pour « € [0;1] ; f'(x) =1 — 2z d’ol le tableau de variations :

z |0 1 1
J'(z) + 0 -
f VA RN
On a immédiatement Vz € [0;1], z(1 —z) < % et comme p € ]0;1[, on a bien p(1 — p) < %
itV (Ym) 11 _
Par suite, T < IxE5 =90~ 0.05
)
L'inégalité (1) donne P(|Tm —pl >, /%) <0.05
donc
P(Vo =\ [ Sp <Y+, /) 2 0.95
2—a)

Ym—p>c <= ml(Yy —p) >mbe  car mf >0

<= mfY,, > ml(p+¢)
<= exp(mbY,,) > exp(mb(p+¢)) car exp est strictement croissante

Les événements (Y, —p > ¢) et (exp(m@YTn) > exp(mb(p + 6))) sont donc égaux : ils ont méme
probabilité

V0 >0,V¥e>0, PYm—p>e¢)= P(exp(m@?m) > exp(mé(p + E))) ‘

2-b)
Posons T() = {t1,...,t}, alors E(T) = >, P(T =t;,)
k=1

Posons I, = {k € [1,n] / tx > a} et I, = {k € [1,n] / tx < a}. Les deux ensembles I, et I, forment une
partition de [1,n], I'un de ces deux ensembles pouvant étre vide.
E(T) = Z te P(T = tx) + Z t P(T = t},) avec la convention que si un des deux ensembles I, ou T,
kel, kel
est vide, la somme correspondante est nulle.
La variable T ne prend que des valeurs positives, donc Z tprP(T = t) > 0 et il s’ensuit
kel,
E(T) 2 Y tyP(T = t)
kel,
Vk € I, ti, > a, donc tp P(T =ty) > aP(T = t) car P(T =ty) > 0.
Sommons ces inégalités pour k € I,, il vient Z teP(T = t) > a Z P(T = ty), cest-a-dire
kel, kel,

>t P(T' =) > aP(T € L), puis E(T) > aP(T > a).
kel,
Et comme a > 0, 0n a :

E(T)
a

Va >0, P(T > a) <

2—c)

La variable aléatoire exp(mfY,,) prend des valeurs positives strictement par propriété de I'exponentielle.
les variables Y; ne prennent que deux valeurs 0 ou 1, donc Y}, ne prend qu’un nombre fini de valeurs et
par conséquent exp(m@Y;,) également. On peut donc appliquer a cette variable I'inégalité de 2—b). Cette
inégalité s’écrit :

P(exp(mﬂYm) > exp(mb(p + 5)) < %

Calculons :

E(exp(mbY,,) = E(exp(me% Z Y:))
= Blesp(0)_ )
i=1

m
= B([] exp(677))
i=1
Les variables Y; sont indépendantes, donc les variables exp(0Y;) aussi en tant que fonctions des Y; ; il en
m m
résulte que E(exp(mbY,,)) = E(H exp(0Y;)) = H E(exp(6Y;)).
i=1 i=1
D’apres le théoréme du tranfert,
E(exp(8Y;)) = exp(f x 0) x P(Y; =0) +exp(d x 1) x P(Y; =1) = g+ pexp(h)
1l en résulte que E(exp(m6Y,)) = (g + pexp(0))™ et
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. — (g+pexp(6))™
V(0,¢) € (RY)?, P(Ym —p>¢) < exp(mb(p+2))

Ceci s’écrit aussi
- exp (m In(q + pexp(@)))
B exp(mf(p +¢))

| P02 2) <exp (mlg(0) ~0(p +2)) |

ou

2-d)

L’application x +—— pe® + ¢ est de classe C2 sur R, comme combinaison linéaire de fonctions de classe
C? sur Ry et & valeurs dans R?. La fonction In est de classe C? sur R?, donc par composition, la
fonction g : x — ln(pez + q) est de classe C2 sur R

pge”
g'(=) = (pe” +q)*

s
—— et

Ve >0, ¢'(z) = q+pe

lg"(z)| < — g¢"(z) < % car ¢"(x) >0

N

pge” 1
(pe” +q)? ~ 4
< 4pge” < (pe* + q)2 on a multiplié par 4(pe® + q)2 >0
= 0 < (pe®)? — 2pge” + ¢2
<= 0< (pe® —q)?,  ce qui est toujours vrai

Conclusion : comme il s’agit d’équivalences, Vo > 0, |¢”(z)] < i

2—e)

La fonction g étant de classe C2 sur R, et | " | étant majorée sur R par L

1

d on peut appliquer I'inégalité

de Taylor-Lagrange & 'ordre 1 sur le segment [0, 6]. On obtient

19(6) — 9(0) — 09 (0)| < & mace 19" (1)

1

ou encore |g(#) — g(0) — 0¢'(0)| < 9 puisque ma.x lg"(t)] < I

Rappelons qu'un réel est toujours inférieur ou égal & sa valeur absolue, donc

9(0) = 9(0) = 89'(0) < [9(6) — g(0) — 0g'(0) |, soit encore g(6) — g(0) — 0g'(0) < %2

Remarquons que ¢(0) = In(p+¢) = 0 puisque p+¢ =1 et ¢'(0) = Z%q = p. I'inégalité précédente donne
alors
92
Vo > 0, g(0)§p6‘+§
2—f)
Vz >0, W(z) = Z —e. On obtient le tableau de variations suivant :
z |0 4e +0oq

B (x) - 0 +
R0 N\, —2? /! +oq

2
V0 >0, g(0) —0(p+e) <Op+ % —0(p +¢) d’apres 2—e), soit encore

V0 >0, 9(9)*9(zﬂ+£)§%276’6

Comme m > 0, V8 >0, m(g(0

2
)—0(p+e)) < m(% — 0e), et la fonction exp étant croissante,

V60 >0, exp(m(g(d) —6(p+¢))) < exp(m(%2 — 0¢)), soit finalement

=z =z

V0 >0, exp(m(g(0) — 0(p + £))) < exp(mh(0))

En particulier, pour 0 = 4e, P(Y,, — p > ¢) < exp(mh(4e) d’apres 2—c), donc

P(Y,, —p > ¢) < exp(—2me?)

3)
Posons W; =1—Y; pour i € [1,m]. Y;(Q)={0,1} = W;(©) = {0,1}
P(W;=1) = P(Y; =0) =

Les variables aléatoires W, suivent la méme loi de Bernoulli de parameétre g, elles sont indépendantes car
les Y; le sont. On peut donc leur appliquer I'inégalité du 2—f).

Ve >0, P(W,, — q > ¢) < exp(—2me?)
4-a)
(IYm-pl>e) = (Vu-p>e) U (-(Vm—p) >e)
—_—— —_—

casou Y,, —p>0 casou Y, —p<0

=Yn-p2e)U¥m—p) <—¢)
Remarquons que :

7
I
3=
M

zl
1 m m
:m(zl 2N
i=1 i=1
) m
:m(m*ZYz)
i=1
=1_% Y,
=1
—1-7,
Donc
Ym—p<—g) =(p—Ym=>¢)
=(p— ( %)2
=(p-1+Wn>e¢)
=(Wn—q>¢)

Donc (|Yy, —p| >¢e) =Y —p2e)U(W,, —q > ).

Ces deux événements sont incompatibles puisque les événements (Y,
Donc

P(|Ym —pl 2 €)= P(Yn—p>c)+ P(Wp —q > e), donc
P(|Y, —p| > ¢) < exp(—2me?) + exp(—2me?) d’apres les questions 2—f) et 3). D’olt

—p>e)et (Y, —p < —¢) le sont.

P(|Y, —p| > ¢) < 2exp(—2me?)
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4-b)

2exp(—2me?) =2 exp(72m%)

= 2exp(—3.688)
~ 2exp(In(0.025))

Pour € = 1/71'%4,
P(IVm—pl 2 [181) <005 = 1- PV —pl 2 | [18H) > 1-005

PEN P(\K—p\ < %) >0.95

@P(ﬁf,/% <p<ﬁ+1/inil4> >0.95
Un intervalle de confiance au niveau 0.95 pour p est I; = W —4/ %;Yimﬁ- 1/ %}
Dans B—8), on avait trouvé un intervalle Iy = m — 1/%;ﬁ+ \/ %]

On a I; C Iy puisque % <

‘ Donc, 2exp(—2me?) ~ 0.05 ‘

5
2.

L’intervalle I est plus précis que Iy puisque pour un méme risque

la marge d’erreur est plus faible pour I; que pour Iy






