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 a

a)

Les applications f1 et f2 sont des applications polynomiales définies sur R
2, elles sont donc de classe C2

sur R
2.

F (x1, x2) = 1
2
(f2

1 (x1, x2) + f2
2 (x1, x2))

∂F
∂x1

(x1, x2) =
∂f1

∂x1
f1(x1, x2) +

∂f2

∂x1
f2(x1, x2)

= 2x1(x
2
1 + x2 + 1) + (x1 + x2

2 + 1)
= 2x3

1 + 2x1x2 + 3x1 + x2
2 + 1

∂F
∂x2

(x1, x2) =
∂f1

∂x2
f1(x1, x2) +

∂f2

∂x2
f2(x1, x2)

= (x2
1 + x2 + 1) + 2x2(x1 + x2

2 + 1)
= x2

1 + 2x1x2 + 2x3
2 + 3x2 + 1

∇F (x1, x2) = (2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1, x2
1 + 2x1x2 + 2x3

2 + 3x2 + 1)

b)

(x1, x2) est un point critique de F si et seulement si ∇F (x1, x2) = 0

∇F (x1, x2) = 0 ⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0
x2

1 + 2x1x2 + 2x3
2 + 3x2 + 1 = 0 L2 ←− L2 − L1

⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0
2(x3

2 − x3
1) + x2

1 − x2
2 + 3(x2 − x1) = 0

⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0
(x2 − x1)(2(x2

1 + x1x2 + x2
2) − (x1 + x2) + 3 = 0

⇐⇒
{

2x3
1 + 2x1x2 + 3x1 + x2

2 + 1 = 0 (1)
(x2 − x1)(2x

2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 − x1 − x2 + 3) = 0 (2)

c)

Considérons 2x2
1 + 2x1x2 + 2x2

2 − x1 − x2 + 3 = 2x2
1 + x1(2x2 − 1) + 2x2

2 − x2 + 3 comme un trinôme
en x1. Son discriminant ∆ vaut (2x2 − 1)2 − 8(2x2

2 − x2 + 3) = −12x2
2 + 4x2 − 23. Il est alors immédiat

que le discriminant de ce nouveau trinôme est négatif ; ce trinôme reste strictement négatif , ∆ < 0, d’où
(2x2 − 1)2 − 8(2x2

2 − x2 + 3) = −12x2
2 + 4x2 − 23 = 2x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 − x1 − x2 + 3 > 0

Le trinôme 2x2
1 + x1(2x2 − 1) + 2x2

2 − x2 + 3 n’a pas de racines réelles ; il est donc constamment du signe
du coefficient de x2

1 :

∀(x1, x2] ∈ R
2, 2x2

1 + 2x1x2 + 2x2
2 − x1 − x2 + 3 > 0.

L’équation (2) donne x1 = x2 et l’équation (1) s’écrit alors 2x3
1 + 3x2

1 + 3x1 + 1 = 0.

Etudions le polynôme P défini par ∀x ∈ R, P (x) = 2x3 + 3x2 + 3x + 1

P ′(x) = 3(2x2 + 2x + 1) ; ∀x ∈ R, P ′(x) > 0 car son discriminant δ = −4.

On en déduit que P est une bijection de R dans R (car P est continue, strictement croissante).

Conclusion : P admet une unique racine réelle ; on constate facilement que P (−1
2
) = 0

■ ■
Partie I

■
Exemple 1
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Finalement l’équation ∇F (x1, x2) = 0 admet une unique solution (x1, x2) = (−1
2
,−1

2
)

La fonction F admet un point critique et un seul (−1
2
,−1

2
).

d)

La fonction F est de classe C2 sur R
2, on peut donc appliquer le théorème Schwarz.

∂2F
∂x2

1

(x1, x2) = 6x2
1 + 2x2 + 3

∂2F
∂x1∂x2

= ∂2F
∂x2∂x1

(x1, x2) = 2x1 + 2x2

∂2F
∂x2

2

(x1, x2) = 2x1 + 6x2
2 + 3

On a alors ∇2F (x1, x2) =

(
6x2

1 + 2x2 + 3 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 2x1 + 6x2
2 + 3

)
.

Au point critique, ∇2F (−1
2
,−1

2
) =




7
2

−2

−2 7
2





(s2 − rt)(−1
2
,−1

2
) = 4 − 49

4
= −33

4
< 0 et r > 0.

La fonction F admet au point (−1
2
,−1

2
) un minimum local

e)

• J(X) =




∂f1

∂x1
(X)

∂f1

∂x2
(X)

∂f2

∂x1
(X)

∂f2

∂x2
(X)


 =

(
2x1 1
1 2x2

)

On remarque que tJ(X) = J(X).

tJ(X)f(X) =

(
2x1 1
1 2x2

)(
f1(X)
f2(X)

)

=

(
2x1 1
1 2x2

)(
x2

1 + x2 + 1
x1 + x2

2 + 1

)

=

(
2x3

1 + 2x1x2 + 3x1 + x2
2 + 1

2x3
2 + 2x1x2 + 3x2 + x2

1 + 1

)

On remarque que tJ(X)f(X) = ∇F (X) puiqu’on a identifié R
2 et M2,1(R)

• G(X) = tJ(X)J(X) =

(
4x2

1 + 1 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 4x2
2 + 1

)

∂2f1

∂x2
1

(X) = 2 ;
∂2f1

∂x1∂x2
=

∂2f1

∂x2∂x1
(d’après Schwarz) = 0 ;

∂2f1

∂x2
2

(X) = 0 ; donc

∇2f1(X) =

(
2 0
0 0

)

∂2f2

∂x2
1

(X) = 0 ;
∂2f2

∂x1∂x2
=

∂2f2

∂x2∂x1
(d’après Schwarz) = 0 ;

∂2f2

∂x2
2

(X) = 2 ; donc

∇2f1(X) =

(
0 0
0 2

)

r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r
r

A
 2

2
 a

Mathématiques

•

G(X) +
2∑

i=1

fi(X)∇2fi(X) =

(
4x2

1 + 1 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 4x2
2 + 1

)
+ (x2

1 + x2 + 1)

(
2 0
0 0

)

+(x1 + x2
2 + 1)

(
0 0
0 2

)

=

(
4x2

1 + 1 + 2x2
1 + 2x2 + 2 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 4x2
2 + 1 + 2x1 + 2x2

2 + 2

)

=

(
6x2

1 + 2x2 + 3 2x1 + 2x2

2x1 + 2x2 6x2
2 + 2x1 + 3

)

G(X) +

2∑

i=1

fi(X)∇2fi(X) = ∇2F (X)

EXEMPLE 2

a)

F (x1, x2) = 1
2

n∑

i=1

(aix1 + bix2 − ci)
2

∂F
∂x1

(x1, x2) =
n∑

i=1

ai(aix1 + bix2 − ci) = x1

n∑

i=1

a2
i + x2

n∑

i=1

aibi −
n∑

i=1

aici

= ||a||2x1 + 〈a, b〉x2 − 〈a, c〉
∂F
∂x2

(x1, x2) =

n∑

i=1

bi(aix1 + bix2 − ci) = x1

n∑

i=1

aibi + x2

n∑

i=1

b2
i −

n∑

i=1

bici

= 〈a, b〉x1 + ||b||2x2 − 〈b, c〉

∇F (x1, x2) = (||a||2x1 + 〈a, b〉x2 − 〈a, c〉, 〈a, b〉x1 + ||b||2x2 − 〈b, c〉)

b)

On sait, d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, que |〈a, b〉| ≤ ||a||||b||. On sait aussi qu’il y a égalité si
et seulement si les vecteurs a et b sont liés. D’après les hypothèses, les vecteurs a et b sont libres, donc
l’inégalité est stricte :

|〈a, b〉| < ||a||||b||, ce qui équivaut à 〈a, b〉2 < ||a||2||b||2

• Le couple (x1, x2) est un point critique de F si et seulement si ∇F (x1, x2) = 0

∇F (x1, x2) = 0 ⇐⇒
{
||a||2x1 + 〈a, b〉x2 = 〈a, c〉
〈a, b〉x1 + ||b||2x2 = 〈b, c〉 L2 ←− ||a||2L2 − 〈a, b〉L1

opération permise car ||a||2 6= 0

⇐⇒
{
||a||2x1 + 〈a, b〉x2 = 〈a, c〉

(||a||2||b||2 − 〈a, b〉2)x2 = ||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
D’après le point précédent, (||a||2||b||2 − 〈a, b〉2) > 0.

Le système est de Cramer : il admet donc une unique solution notée (x̂1, x̂2)

• Calcul de la solution

On a tout de suite x̂2 =
||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 .

La première ligne du système va donner x̂1

Exemple 2



x̂1 = 1
||a||2

(
〈a, c〉 − 〈a, b〉 ||a||

2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

)

opération permise car ||a||2 6= 0

= 1
||a||2

1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
〈a, c〉||a||2||b||2 − 〈a, c〉〈a, b〉2 − ||a||2〈a, b〉〈b, c〉 + 〈a, b〉2〈a, c〉

)

= 1
||a||2

1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||a||2

(
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉

))

D’où les résultats :

x̂1 =
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 et x̂2 =

||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

c)

∇2F (x1, x2) =




∂2F
∂x2

1

(x1, x2)
∂2F

∂x1∂x2
(x1, x2)

∂2F
∂x2∂x1

(x1, x2)
∂2F
∂x2

2

(x1, x2)




=

(
||a||2 〈a, b〉
〈a, b〉 ||b||2

)

(s2 − rt)(x̂1, x̂2) = 〈a, b〉2 − ||a||2||b||2 < 0

.

(s2 − rt)(x̂1, x̂2) < 0 et r(x̂1, x̂2) > 0 : F possède en (x̂1, x̂2) un minimum local

d)

Considérons le vecteur Y = (Y1, . . . , Yi, . . . , Yn) de R
n où ∀i ∈ [[1, n]], Yi = (aix1 + bix2− ci). On constate

qu’alors F (X) = 1
2
||Y ||2.

Si l’on considère la matrice A ∈ Mn,2(R) suivante : A =




a1 b1
...

...
ai bi

...
...

an bn




et X =

(
x1

x2

)
∈ M2,1(R),

on a immédiatement AX =




a1x1 + b1x2
...

aix1 + bix2
...

anx1 + bnx2




Introduisons maintenant le vecteur C =




c1
...

cn



 ∈ Mn,1(R), on obtient




a1x1 + b1x2 − c1
...

aix1 + bix2 − ci

...
anx1 + bnx2 − cn




= AX − C.

F (X) = 1
2
||AX − C||2

Mathématiques
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• La matrice A est de rang 2 puisque les vecteurs a et b sont libres. D’après le cours sur les moindres
carrés, ||AX − C|| sera minimale pour l’unique vecteur X̂ de R

2 donné par : X̂ = (tAA)−1 × tAC.

Vérifions que X̂ = (x̂1, x̂2) : cela prouvera que le minimum est global.

tAA =

(
a1 . . . an

b1 . . . bn

) 


a1 b1
...

...
an bn



 =

(
||a||2 〈a, b〉
〈a, b〉 ||b||2

)

• Calcul de (tAA)−1 (on sait que cette matrice existe car A, donc tA sont inversibles) . Pour cela

résolvons le système : tAA

(
x
y

)
=

(
α
β

)
d’inconnues x et y.

tAA

(
x
y

)
=

(
α
β

)
⇐⇒

{
||a||2x + 〈a, b〉y = α
〈a, b〉x + ||b||2y = β

On a déjà résolu ce système à la question b) : il suffit de changer 〈a, c〉 en α, 〈b, c〉 en β et x1 en x, x2 en
y : les formules

x1 =
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 et x2 =

||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 donnent

x =
||b||2α − 〈a, b〉β

||a||2||b||2 − 〈a, b〉2 et y =
||a||2β − 〈a, b〉α

||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

Matriciellement (
x
y

)
= 1

||a||2||b||2 − 〈a, b〉2
(

||b||2 −〈a, b〉
−〈a, b〉 ||a||2

)(
α
β

)

(tAA)−1 = 1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||b||2 −〈a, b〉
−〈a, b〉 ||a||2

)

tAC =

(
a1 . . . an

b1 . . . bn

) 


c1
...

cn



 =

(
〈a, c〉
〈b, c〉

)

X̂ = 1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||b||2 −〈a, b〉
−〈a, b〉 ||a||2

)(
〈a, c〉
〈b, c〉

)

= 1
||a||2||b||2 − 〈a, b〉2

(
||b||2〈a, c〉 − 〈a, b〉〈b, c〉
||a||2〈b, c〉 − 〈a, b〉〈a, c〉

)

X̂ =

(
x̂1

x̂2

)
: F admet en (x̂1, x̂2) un minimum global

EXEMPLE 3

a)

F (X) = 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − ci)
2

∂F
∂x1

(X) =
n∑

i=1

(x1 + x2 − ci) = n(x1 + x2 − c) car c = 1
n

n∑

i=1

ci

∂F
∂x2

(X) =

n∑

i=1

(x1 + x2 − ci) = n(x1 + x2 − c)

∇F (X) = (n(x1 + x2 − c), n(x1 + x2 − c))

Les points critiques de F vérifient : x1 + x2 = c

5

Exemple 3



b)

Soit (x̂1, x̂2) un point critique de F .

F (x̂1, x̂2) = 1
2

n∑

i=1

(x̂1 + x̂2 − ci)
2 = 1

2

n∑

i=1

(c − ci)
2. Or par définition, s2 = 1

n

n∑

i=1

(c − ci)
2. Donc

F (x̂1, x̂2) = ns2

2

• F (x1, x2) − F (x̂1, x̂2) = 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − ci)
2 − ns2

2

= 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − c + c − ci)
2 − ns2

2

= 1
2

n∑

i=1

(x1 + x2 − c)2 + 1
2

n∑

i=1

(c − ci)
2 + 2

2

n∑

i=1

(x1 + x2 − c)(c − ci) − ns2

2

= n
2

(x1 + x2 − c)2 + ns2

2
+ (x1 + x2 − c)

n∑

i=1

(c − ci) − ns2

2

= n
2

(x1 + x2 − c)2 + (x1 + x2 − c) (nc −
n∑

i=1

ci)

︸ ︷︷ ︸
=0

F (x1, x2) − F (x̂1, x̂2) = n
2

(x1 + x2 − c)2 ≥ 0

c)

On vient de voir que ∀(x1, x2) ∈ R
2, F (x1, x2) − F (x̂1, x̂2) ≥ 0

Aux points critiques , F orésente des minima globaux

Il était prévisible que F ne pouvait pas présenter de maximum globaux car lim
x1→+∞

F (x1, x2) = +∞.

4. CAS GENERAL

a)

Par définition, ∇F (X) =
(

∂F
∂x1

(X), . . . , ∂F
∂xp

(X))
)
.

F (X) = 1
2

n∑

i=1

f2
i (X)

∀j ∈ [[1, p]], ∂F
∂xi

(X) =

n∑

j=1

∂fj

∂xi
(X)fj(X)

Or J(X) =




∂f1

∂x1
(X) . . .

∂f1

∂xj
(X) . . .

∂f1

∂xp
(X)

...
...

...
∂fi

∂x1
(X) . . .

∂fi

∂xj
(X) . . .

∂fi

∂xp
(X)

...
...

...
∂fn

∂x1
(X) . . .

∂fn

∂xj
(X) . . .

∂fn

∂xp
(X)




, donc

r
r
r
r
r
r
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Cas général

tJ(X) =




∂f1

∂x1
(X) . . .

∂fj

∂x1
(X) . . .

∂fn

∂x1
(X)

...
...

...
∂f1

∂xi
(X) . . .

∂fj

∂xi
(X) . . .

∂fn

∂xi
(X)

...
...

...
∂f1

∂xp
(X) . . .

∂fj

∂xp
(X) . . .

∂fn

∂xp
(X)




tJ(X)f(X) =




∂f1

∂x1
(X) . . .

∂fj

∂x1
(X) . . .

∂fn

∂x1
(X)

...
...

...
∂f1

∂xi
(X) . . .

∂fj

∂xi
(X) . . .

∂fn

∂xi
(X)

...
...

...
∂f1

∂xp
(X) . . .

∂fj

∂xp
(X) . . .

∂fn

∂xp
(X)







f1(X)
...

fj(X)
...

fn(X)




tJ(X)f(X) est une colonne dont la i ème ligne est
n∑

j=1

∂fj

∂xi
(X)fj(X). Comme on assimile les colonnes

aux listes, on peut dire que tJ(X)f(X) est une n−liste dont le i ème terme est
n∑

j=1

∂fj

∂xi
(X)fj(X). On

reconnâıt le i ème terme de ∇F (X)

∇F (X) = tJ(X)f(X)

b)

Par définition, ∀X ∈ R
p, ∇2F (X) =

(∂2F (X)
∂xk∂xj

)
∈ Mp(R). Cette matrice est symétrique d’après le

théorème de Schwarz puisque F est de classe C2 sur R
p. Explicitons un peu :

La k ème ligne de ∇2F (X) est
(∂2F (X)

∂xk∂x1
, . . . ,

∂2F (X)
∂xk∂xj

, . . . ,
∂2F (X)
∂xk∂xp

)

D’autre part, pour tout j ∈ [[1; p]]

∂F (X)
∂xj

=
n∑

i=1

∂fi(X)
∂xj

fi(X), donc ∀(k, j) ∈ ( [[1; p]] )2,

∂2F (X)
∂xk∂xj

=
n∑

i=1

∂fi(X)
∂xj

∂fi(X)
∂xk

+
n∑

i=1

∂2fi(X)
∂xk∂xj

fi(X) (1)

• ∀i ∈ [[1;n]], ∇2fi(X) =




∂2fi(X)

∂x2
1

. . . . . .
∂2fi(X)
∂x1∂xp

...
...

...
...

∂2fi(X)
∂xp∂x1

. . . . . .
∂2fi(X)

∂x2
p




∈ Mp(R)

∀(k, j) ∈ ( [[1; p]] )2,
∂2F (X)
∂xk∂xj

est le terme général de ∇2F (X)

n∑

i=1

∂fi(X)
∂xj

∂fi(X)
∂xk

est le terme général de tJ(X)J(X)

∂2fi(X)
∂xk∂xj

fi(X) est le terme général de fi(X)∇2fi(X),



donc, d’après l’égalité (1), le terme général de ∇2(F (X) est égal au terme général de tJ(X)J(X) + la
somme, pour i ∈ [[1;n]], du terme général de fi(X)∇2fi(X)

Conclusion : ∇2(F (X) = tJ(X)J(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X) = G(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)

PARTIE II

1)

L(h) = 1
2
||l(h)||2 = 1

2
tl(h)l(h)

= 1
2

t(f(X) + J(X)h)(f(X) + J(X)h)

= 1
2
(tf(X) + thtJ(X))(f(X) + J(X)h)

= 1
2
(tf(X)f(X) + tf(X)J(X)h + thtJ(X)f(X) + thtJ(X)J(X)h)

= 1
2
(||f(X)||2 + tf(X)J(X)h + thtJ(X)f(X) + thG(X)h)

J(X) ∈ Mn,p(R) , h ∈ Mp,1(R), donc J(X)h ∈ Mn,1(R)

f(X) = (fi(X), . . . , fn(X)) ∈ R
n que l’on assimile à Mn,1(R) ; il en résulte que tf(X)J(X)h ∈ M1(R),

donc tf(X)J(X)h ∈ R.

Même raisonnement pour thtJ(X)f(X). Donc thtJ(X)f(X) = t
(

thtJ(X)f(X)
)

= tf(X)J(X)h

Il en résulte que L(h) = 1
2
(||f(X)||2 + 2thtJ(X)f(X) + thG(X)h)

D’après I−4−b), tJ(X)f(X) = ∇F (X) et on sait que 1
2
||f(X)||2 = F (X), donc

L(h) = F (X) + thtJ(X)f(X) + 1
2

thG(X)h

= F (X) + th∇F (X) + 1
2

thG(X)h d’après I−4−a)

2−a)

La matrice P est symétrique réelle de Mp(R), elle est donc diagonalisable en base orthonormée.

2−b)

Il existe donc une matrice orthogonale Q appartenant à Mp(R), il existe une matrice diagonale D
appartenant à Mp(R) telles que P = QDQ−1 = QDtQ (puisque Q est orthogonale).
thPh = thQDtQh = t(tQh)DtQh.

Posons Y = tQh ; Y appartient à Mp,1(R). On peut écrire Y = (y1, . . . , yp) en identifiant, comme le dit
l’énoncé, les éléments de R

p, les matrices colonnes de Mp,1(R) et les matrices lignes de M1,p(R).

L’égalité précedente devient thPh = tY DY =

p∑

k=1

θky2
k.

L’inégalité triangulaire donne | thPh | ≤
p∑

k=1

|θk |y2
k

Or par hypothèse ∀k ∈ [[1; p]], |θk | ≤ θ . On multiplie ces inégalités par y2
k ≥ 0 et on les ajoute ; il vient

p∑

k=1

|θk |y2
k ≤

p∑

k=1

θy2
k ≤ θ

p∑

k=1

y2
k, soit finalement

| thPh | ≤ θ||Y ||2
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3−a)

F est de classe C2 sur R
p , son développement à l’ordre 2 existe et on a ∀h ∈ R

p,

F (X+h) = F (X)+〈∇F (X), h〉+ 1
2
qX(h)+ ||h||2ε(h) avec lim

h→0
ε(h) = 0 et où qX est la forme quadratique

associée à la hessienne de F au point X.

3−b)

〈∇F (X), h〉 = th∇F (X) et qX(h) = th∇2F (X)h.

D’après I−4−b), qX(h) = th
(
G(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h, donc

F (X + h) = F (X) + th∇F (X) + 1
2

th
(
G(X) +

n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h + ||h||2ε(h)

= F (X) + th∇F (X) + 1
2

thG(X)h

︸ ︷︷ ︸
=L(h)

+1
2

th
( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h + ||h||2ε(h)

F (X + h) = L(h) + 1
2

th
( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)
h + ||h||2ε(h) (2)

Pour tout indice i ∈ [[1;n]], la matrice fi(X)∇2fi(X) est symétrique réelle à cause du théorème de

Schwarz, donc la matrice 1
2

( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)

est aussi symétrique réelle.

Posons P = 1
2

( n∑

i=1

fi(X)∇2fi(X)
)

; l’égalité (2) s’écrit

F (X + h) = L(h) + thPh + ||h||2ε(h)

∀h 6= 0,
∣∣∣ F (X + h) − L(h)

||h||
∣∣∣ =

∣∣∣
thPh + ||h||2ε(h)

||h||
∣∣∣

≤ 1
||h||

(
| thPh | + ||h||2|ε(h) |

)

≤ 1
||h|| |

thPh | + ||h|||ε(h) |

≤ θ||h||2
||h|| + ||h|||ε(h) | d’après 2−b)

≤ θ||h|| + ||h|||ε(h) |
lim
h→0

(θ||h|| + ||h|||ε(h) |) = 0 donc par encadrement

lim
h→0

∣∣∣ F (X + h) − L(h)

||h||
∣∣∣ = 0

4−a)

ϕ1(h) = th∇F (X) =

p∑

i=1

hi
∂F
∂xi

(X) ; donc
∂ϕ1

∂hj
(h) = ∂F

∂xj
(X)

ϕ2(h) =

p∑

i=1

gi,i(X)h2
i +2

∑

1≤i<k≤p

gi,k(X)hihk d’après la formule classique du développement d’une forme

quadratique lorsque l’on connâıt sa matrice.

Soit j ∈ [[1; p]] ; réécrivons la deuxième somme de ce développement en faisant apparâıtre les termes en
hj



∑

1≤i<k≤p

gi,k(X)hihk =
∑

1≤i<j≤p

gi,j(X)hihj +
∑

1≤j<k≤p

gj,k(X)hjhk +
∑

1≤i<k≤p

i6=j,k 6=j

gi,k(X)hihk

∂ϕ2(h)
∂hj

= 2gj,j(X)hj + 2
∑

1≤i<j≤p

gi,j(X)hi + 2
∑

1≤j<i≤p

gj,i(X)hi ;

la dernière somme vaut 2
∑

1≤j<i≤p

gi,j(X)hi car G est symétrique, donc

∂ϕ2(h)
∂hj

= 2

p∑

i=1

gi,j(X)hi

4−b)

On a L(h) = F (X) + ϕ1(h) + 1
2
ϕ2(h) ; par linéarité du gradient, ∇L(h) = ∇ϕ1(h) + 1

2
∇ϕ2(h).

Or ∇ϕ1(h) = ∇F (X) d’après a).

1
2
∇ϕ2(h) =

(
∂ϕ2

∂h1
(X), . . . ,

∂ϕ2

∂hj
(X), . . . ,

∂ϕ2

∂hp
(X)

)

=
( p∑

i=1

gi,1(X)hi, . . . ,

p∑

i=1

gi,j(X)hi, . . . ,

p∑

i=1

gi,p(X)hi

)

=




p∑

i=1

gi,1(X)hi

...
p∑

i=1

gi,j(X)hi

...
p∑

i=1

gi,p(X)hi




en identifiant les lignes aux colonnes

1
2
∇ϕ2(h) = G(X)h

Finalement, ∇L(h) = ∇F (X) + G(X)h

5−a)

La matrice tJJ est une matrice symétrique réelle appartenant à Mp(R). Elle est donc diagonalisable en
base orthonormée. Soit λ une valeur propre de tJJ et Y ∈ Mp,1(R) un vecteur propre associé.
tJJY = λY =⇒ tY tJJY = λtY Y , ce qui s’exprime aussi t(JY )JY = λtY Y , ou encore ||JY ||2 = λ||Y ||2

Y 6= 0 =⇒ ||Y ||2 > 0, on a alors λ =
||JY ||2
||Y ||2 , donc λ ≥ 0

5−b)

Il s’agit de montrer que Ker tJJ = {0} =⇒ KerJ = {0}.
Montrons d’une manière générale que Ker tJJ = KerJ

• Soit Y ∈ Ker tJJ : Y ∈ Mp,1(R) et tJJY = 0. Cela implique tY tJJY = 0, ou encore ||JY ||2 = 0.
On a JY = 0, donc Y ∈ Ker J .

• Soit Y ∈ KerJ : Y ∈ Mp,1(R) et JY = 0. On multiplie par tJ à gauche et on a tJJY = 0 :
Y ∈ Ker tJJ .

On a bien l’égalité Ker tJJ = KerJ .

Donc si tJJ est inversible, son noyau est nul, donc celui de J aussi et le rang de J égal p

6)

Si ĥ est un point critique de L, alors ∇L(ĥ) = 0.

D’après 4−b), on a alors : ∇F (X) + G(X)ĥ = 0, soit G(X)ĥ = −∇F (X) ; donc

tĥG(X)ĥ = −tĥ∇F (X) = −〈ĥ,∇F (X)〉.
Ceci s’écrit aussi tĥtJJĥ = −〈ĥ,∇F (X)〉, et finalement ||J(X)ĥ||2 = −〈ĥ,∇F (X)〉.

On a immédiatement 〈ĥ,∇F (X)〉 ≤ 0

7−a)

Si la matrice G(X) est inversible, alors l’équation G(X)ĥ = −∇F (X) admet une unique solution :

ĥ = −(G(X))−1∇F (X). Or d’après 4−b), ∇F (X) = tJ(X)f(X), donc

ĥ = −(G(X))−1 × tJ(X)f(X)

7−b)

Montrons que J(X)ĥ 6= 0 pour avoir 〈ĥ,∇F (X)〉 < 0

Si J(X)ĥ = 0, alors ĥ ∈ Ker J(X). Donc d’après 5−b), ĥ ∈ Ker tJ(X)J(X), c’est-à-dire ĥ ∈ KerG(X).

Par hypothèse, G(X) est inversible, donc Ker G(X) = {0}. On aurait donc ĥ = 0.

D’après 4−b), ∇L(0) = ∇F (X) 6= 0. Cela est contradictoire.

Conclusion : J(X)ĥ 6= 0, donc ||J(X)ĥ|| > 0 et par conséquent 〈ĥ,∇F (X) < 0〉 = −||J(X)ĥ||2 < 0
d’après 6).

ĥ est une direction de décroissance de F (X)

Soit Y un vecteur non nul de R
p.

tY ∇2L(ĥ)Y = tY G(X)Y (d’après 4−c)), donc tY ∇2L(ĥ)Y = ||J(X)Y ||2 (car G(X) = tJ(X)J(X).

Or G(X) inversible implique J(X) inversible et J(X) inversible et Y 6= 0 impliquent J(X)h 6= 0

Donc ∀Y ∈ R
p (Y 6= 0) =⇒ (tY ∇2L(ĥ)Y = ||J(X)Y ||2 > 0). C’est une condition

suffisante pour que ĥ soit un minimum local d’après le développement limité à l’ordre 2.

PARTIE III

1)

La matrice tJJ est une matrice appartenant à Mp(R), symétrique, donc diagonalisable en base
orthonormée. Il existe une matrice diagonale D ∈ Mp(R), il existe une matrice V ∈ Mp(R), orthogonale
(tV = V −1) telles que D = tV tJJV .

On sait que les valeurs propres de tJJ sont positives ou nulles (d’après II−5−a)). Rangeons ces valeurs
propres dans l’ordre décroissant large, notons q la somme des dimensions des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles (il y en a car tJJ est diagonalisable et non nulle). Si q < p, alors
dimKer tJJ = p − q > 0 et il y a p − q zéros sur la diagonale de D. Si l’on note λ1, . . . , λq, λq+1, . . . , λp

les termes diagonaux de D, on peut ecrire D =




λ1

. . .

λq

λq+1

. . .

λp



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avec λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λq > 0 et λq+1 = . . . = λp = 0

2−a)

Le rang de la matrice tJJ est égal au rang de D puisque les deux matrices sont semblables.

rang(tJJ) = q

2−b)

On sait que ∀i ∈ [[1; q]], Vi est un vecteur propre de tJJ associé à la valeur propre λi > 0 : tJJVi = λiVi.

Donc (J tJ)JVi = λiJVi.

Si JVi = 0, alors Vi ∈ KerJ , donc Vi ∈ Ker tJJ d’après II−5−b) ; le vecteur Vi serait un vecteur propre
de tJJ associé à la valeur propre 0, ce qui est faux.

Donc JVi est un vecteur propre de J tJ associé à la valeur propre non nulle λi.

Toute valeur propre non nulle de tJJ est une valeur propre non nulle de J tJ . Par symétrie des rôles joués
par J et tJ , on en déduit que toute valeur propre non nulle de J tJ est une valeur propre non nulle de
tJJ .

Les matrices J tJ ∈ Mn(R) et tJJ ∈ Mp(R) ont les mêmes valeurs propres non nulles

2−c)

Nous supposerons que la famille ((Y1, . . . , Yr) est une base orthogonale du sous-espace propre
de tJJ associé à une valeur propre λ > 0, ce qui semble avoir été omis dans l’énoncé.

Soit (Y1, . . . , Yr) une base orthogonale de vecteurs propres du sous-espace propre de tJJ associé à une
valeur propre λ > 0.

Soit (α1, . . . , αr) ∈ R
r /

r∑

k=1

αkJYk = 0. Prenons le produit scalaire de ces deux membres avec JYi pour

i ∈ [[1; r]]. On obtient, après avoir utilisé la linéarité par rapport à la première variable du produit scalaire,
r∑

k=1

αk〈JYk, JYi〉 = 0 ⇐⇒
r∑

k=1

αk
t(JYk)JYi = 0

⇐⇒
r∑

k=1

αk
tYk

tJJYi = 0

⇐⇒
r∑

k=1

αkλtYkYi = 0 puisque Yi est un vecteur propre de tJJ associé à λ

⇐⇒ αiλ||Yi||2 = 0

puisque les vecteurs Yk sont deux à deux orthogonaux.

λ > 0 et ||Yi||2 > 0 ; l’égalité précédente implique αi = 0

∀(α1, . . . , αr) ∈ R
r /

r∑

k=1

αkJYk = 0 =⇒ αk = 0 pour tout k ∈ [[1; r]] : la famille (JYk) est libre

2−d)

Soit Eλ le sous-espace propre de tJJ associé à la valeur propre λ > 0 et notons r sa dimension. Soit

(V1, . . . , Vr) ∈
(
Mp,1(R)

)r

une base orthogonale de Eλ.

On vient de voir que la famille (JV1, . . . , JVr) ∈
(
Mn;1(R)

)r

est une famille libre de E′
λ, sous-espace

propre de J tJ associé à λ > 0. Si l’on note r′ sa dimension, on en déduit r ≤ r′. Par la symétrie de rôles
joués par tJ et J , on en déduit que r′ ≤ r.

Conclusion r = r′.

Puisque tJJ est diagonalisable, son image est égale à la somme des sous-espaces propres associés aux
valeurs propres non nulles. De même pour J tJ . D’après le résultat précédent, et puisque ces deux matrices
ont les mêmes valeurs propres non nulles, on conclut

Les matrices tJJ ∈ Mp(R) et J tJ ∈ Mn(R) ont le même rang q

3−a)

∀i ∈ [[1; q]], λi > 0, donc Ui = 1√
λi

JVi existe et appartient à R
n ou Mn,1(R). Soit (i, j) ∈ ( [[1; q]] )2.

〈Ui, Uj〉 = 1√
λi

√
λj

〈JVi, JVj〉

= 1√
λi

√
λj

t(JVi)JVj = 1√
λi

√
λj

tVi
tJJVj

= 1√
λi

√
λj

tVi(
tJJ)Vj

= 1√
λi

√
λj

λj
tViVj car Vj est un vecteur propre de tJJ associé à λj

Les vecteurs Vi et Vj sont des vecteurs colonnes de la matrice V , qui est une matrice orthogonale, donc
ces deux vecteurs sont normés et orthogonaux dès que i 6= j. D’où le résultat :

〈Ui, Uj〉 =






0 si i 6= j
λj√

λj

√
λj

= 1 si j = i

La famille (Uk) 1 ≤ k ≤ q est une famille orthonormale de R
n, formée de vecteurs propres de J tJ car Vk

est un vecteur propre de tJJ , donc JVk est un vecteur propre de J tJ , donc Uk aussi.

3−b)

(U1, . . . , Uq) est une famille libre (orthonormale) de q vecteurs propres de J tJ , associés aux valeurs propres
non nulles de J tJ . Donc ∀j ∈ [[1; q]], Uj ∈ Im(J tJ).

La dimension de cette image est q d’après 2−c), donc (U1, . . . , Uq) est une base orthonormée
de Im J tJ ; c’est aussi une base orthonormée de la somme des sous-espaces propres associés
aux valeurs propres non nulles de J tJ .

Puisque la matrice J tJ est diagonalisable (en base orthonormée d’ailleurs) les sous-espaces propres sont
supplémentaires. Le sous-espace propre associé à la valeur 0 est Ker(J tJ).

R
n = Im(J tJ)

⊕
Ker(J tJ) ; d’ailleurs ces deux sous-espaces sont orthogonaux.

Donc si l’on prend une base orthonormée (Uq+1, . . . , Un) de Ker(J tJ), la famille

(U1, . . . , Uq, Uq+1, . . . , Un) est une base orthonormée de R
n

4)

Soit S′ = tUJV , on remarque que S′ ∈ Mn,p(R) car V ∈ Mp(R), J ∈ Mn,p(R), U ∈ Mn(R). Ecrivons
s′i,j son terme général (on a 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ p).

s′i,j est le résultat du produit de la i ème ligne de tU , qui est tUi, et de la j ème colonne de JV , qui est

JVj . Donc s′i,j = tUiJVj = 〈Ui, JVj〉

• Pour 1 ≤ j ≤ q, s′i,j = 〈Ui,
√

λjUj〉 d’après la définition des Uj , donc s′i,j =
√

λj〈Ui, Uj〉, ce qui
donne

∀j ∈ [[1; q]], s′i,j = 0 pour i 6= j et s′j,j =
√

λj puisque Uj est normé.

• Pour j ≥ q + 1, le vecteur JVj est nul ; en effet, Vj est un vecteur propre de tJJ associé à la valeur
propre 0, donc c’est un vecteur de Ker tJJ d’après la question 1) ; d’après la question II−5−a) on sait
que Vj est aussi un vecteur de Ker J , donc JVj = 0 et par conséquent 〈U,JVj〉 = 0
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Donc s′i,j =

{ √
λj si i = j et 1 ≤ j ≤ q

0 sinon
. On retrouve le terme général de S : S = tUJV

Les matrices U et V sont orthogonales (ce sont les matrices dont les colonnes sont constituées des vecteurs
de 2 bases orthonormées de R

n et de R
p).

Dans le résultat précédent S = tUJV , multiplions les deux termes par U à gauche et tV à droite ; il vient

U tUJV tV = UStV , soit J = UStV puisque U tU = In et V tV = Ip

5−a)

Soit µ > 0
tJJ = t(UStV )UStV = V tStUUStV = V tSStV car U tU = In. Or la matrice V est orthogonale,
donc l’égalité précédente traduit le fait que tJJ et tSS sont semblables dans un changement de bases
orthonormées.

tSS =




λ1

. . .

λq

λq+1

. . .

λp




avec λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λq > 0 et λk = 0 pour k > q

tSS + µIp =




λ1 + µ
. . .

λq + µ
λq+1 + µ

. . .

λp + µ




∀i ∈ [[1; p]], λi ≥ 0 et µ > 0 impliquent que tous les termes diagonaux sont strictement positifs.

La matrice tSS + µIp est inversible, donc tJJ + µIp aussi puisque les deux sont semblables

5−b)

Notons ∆ = tJJ + µIn .

∆ = V (tSS + µIp) × tV donc
∆−1 = V (tSS + µIp)

−1 × tV car tV = V −1, donc
∆−1 × tJ = V (tSS + µIp)

−1 × tV tJ
= V (tSS + µIp)

−1 × tV (tUStV ) d’après 4)
= V (tSS + µIp)

−1 × tV V tStU
= V (tSS + µIp)

−1 × tStU puisque V est orthogonale

Pour avoir la relation demandée : (tJJ + µIp)
−1 × tJ = V RtU il suffit de vérifier que

(tSS + µIp)
−1 × tS = R.

Remarquons que cette égalité équivaut à (tSS + µIp)R = tS. C’est celle là que nous allons vérifier.

Notons ri =

√
λi

λi + µ
pour 1 ≤ i ≤ p

R =




r1 0 . . . 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 . . . . . . rp 0 . . . 0




∈ Mp,n(R)
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S =




√
λ1 0 0

0
. . .

. . .
. . .

. . . 0
0 0

√
λp

0 . . . . . . 0
...

...

0 . . . . . . 0




tS =




√
λ1 0 . . . 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 . . . . . .
√

λp 0 . . . 0




∈ Mp,n(R)

tSS + µIp =




λ1 + µ
. . .

λq + µ

. . .

λp + µ




avec λk = 0 pour k ≥ q + 1

(tSS + µIp)R =




λ1 + µ
. . .

λq + µ

. . .

λp + µ







r1 0 . . . 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 . . . . . . rp 0 . . . 0




=




r1(λ1 + µ) 0 . . . 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 . . . . . . rp(λp + µ) 0 . . . 0




=




√
λ1 0 . . . 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 . . . . . .
√

λp 0 . . . 0




En effet, les n − p dernières colonnes de R sont nulles, donc celles de (tSS + µIp)R aussi et pour les p
premières cela revient à faire un produit de matrices diagonales.

On retrouve bien la matrice tS

5−c)

Gardons les notations ri =

√
λi

λi + µ
pour 1 ≤ i ≤ p ; on remarque que ri = 0 pour i > q.

V =




v1,1 . . . v1,p

...
...

vp,1 . . . vp,p


 ∈ Mp(R) ; R =




r1 0 . . . 0 . . . 0

0
. . .

. . .
...

...
...

. . .
. . .

...
...

0 . . . . . . rp 0 . . . 0




∈ Mp,n(R) et

U =




u1,1 . . . u1,n

...
...

un,1 . . . un,n


 ∈ Mn(R) ;

15



V RtU =




r1v1,1 r2v1,2 . . . rpv1,p 0 . . . 0

r1v2,1 r2v2,2 . . . rpv2,p

...
...

...
. . .

. . .
...

...
r1vp,1 r2vp,2 . . . rpvp,p 0 . . . 0







u1,1 . . . uj,1 . . . un,1

...
...

...
u1,i . . . uj,i . . . un,i

...
...

...
u1,n . . . uj,n . . . un,n




Soit α ∈ [[1, p]] et β ∈ [[1;n]]. Le terme général d’indice (α, β) de ce produit est

p∑

k=1

rkvα,kuβ,k.

Vi
tUi =




v1,i

...
vα,i

...
vp,i




× (u1,i . . . uβ,i . . . un,i )

Son terme d’indice (α, β) est vα,iuβ,i Le terme général d’indice (α, β) de la somme

p∑

i=1

riVi
tUi est

p∑

i=1

rivα,iuβ,i

Les deux résultats encadrés sont égaux puisque les indices sont muets. De plus la somme s’arrête à q
puisque ri = 0 pour i > q.

V RtU =

q∑

i=1

riVi
tUi ; donc (tJJ + µIp)

−1 × tJ =

q∑

i=1

√
λi

λi + µ
Vi

tUi

6−a)

F (X + h) − M(h) = F (X + h) − L(h) − µ
2
||h||2 ; donc

∀h 6= 0,
F (X + h) − M(h)

||h|| =
F (X + h) − L(h)

||h|| − µ||h||
2

On sait que lim
h→0

F (X + h) − L(h)

||h|| = 0 d’après II−3−a) donc

lim
h→0

F (X + h) − M(h)

||h|| = 0

6−b)

M(h) = L(h) +
µ
2
||h||2

= F (X) + th∇F (X) + 1
2

thG(X)h +
µ
2

thh d’après II−1)

= F (X) + th∇F (X) + 1
2

th(G(X) + µIp)h

D’après II−4−b) et c) on peut écrire

∇M(h) = ∇F (X) + (G(X) + µIp)h = ∇L(h) + µh

∇2M(h) = G(X) + µIp = ∇2L(h) + µIp.

6−c)

Les points critiques h∗ de M vérifient ∇M(h∗) = 0, soit (G(X) + µIp)h
∗ = −∇F (X) et, puisque

(G(X) + µIp) est inversible,

h∗ = −(G(X) + µIp)
−1∇F (X) avec ∇F (X) = tJ(X)f(X)

Mathématiques
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Puique ∇F (X) 6= 0, on en conclut −(G(X) + µIp)
−1∇F (X) 6= 0 (car (G(X) + µIp) est inversible), donc

h∗ 6= 0

h∗ = −(G(X) + µIp)
−1∇F (X) est non nul et c’est l’unique point critique de

M

D’après 5−c), h∗ = −
( q∑

i=1

√
λi(X)

λi(X) + µ
Vi(X)tUi(X)

)
f(X)

6−d)

〈h∗,∇F (X)〉 = th∗∇F (X)
= −th∗(G(X) + µIp)h

∗

= −th∗G(X)h∗ − µth∗h∗

= −||J(X)h∗||2 − µ||h∗||2

car G(X) = tJ(X)J(X).

h∗ est une direction de décroissance de F en X.

Soit Y ∈ R
p, non nul.

tY ∇2M(h∗)Y = tY (G(X) + µI)Y = ||J(X)Y ||2µ + ||Y ||2 > 0

C’est une condition suffisante pour que M admette en h∗ un minimum local
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1)

f est un polynôme par rapport aux variables a et b , défini sur R
2 et à valeurs dans R

D’après le cours, f est de classe C2 sur R
2

2−a)

Un point (a, b) de R
2 est un point critique si et seulement si (a, b) est solution de (S) =






∂f
∂a

(a, b) = 0

∂f
∂b

(a, b) = 0






∂f
∂a

(a, b) = 0

∂f
∂b

(a, b) = 0
⇐⇒






n∑

k=1

2(axk + b − yk)xk = 0

n∑

k=1

2(axk + b − yk) = 0

⇐⇒






a
n∑

k=1

x2
k +

n∑

k=1

bxk −
n∑

k=1

ykxk = 0

a

n∑

k=1

xk +
n∑

k=1

b −
n∑

k=1

yk = 0

⇐⇒






a
n∑

k=1

x2
k + b

n∑

k=1

xk =
n∑

k=1

xkyk

a
n∑

k=1

xk +
n∑

k=1

b =
n∑

k=1

yk

⇐⇒





a

n∑

k=1

x2
k + bnx =

n∑

k=1

xkyk

nax + nb = ny

⇐⇒






nax + nb = ny L2 ←→ L1

a
n∑

k=1

x2
k + bnx =

n∑

k=1

xkyk

⇐⇒






ax + b = y L1 ←− 1
nL1

a
( n∑

k=1

x2
k − n(x)2

)
=

n∑

k=1

ykxk − nx × y L2 ←− L2 − xL1

(S)⇐⇒






ax + b = y

a

n∑

k=1

(x2
k − (x)2) =

n∑

k=1

(ykxk − x × y)


∑ ∑

2−b)

Remarques■ ■
Exercice

■
(1) σ2

x = 1
n

n∑

k=1

(x2
k − 2xxk + (x)2)

= 1
n

( n∑

k=1

x2
k − 2x ×

n∑

k=1

xk +
n∑

k=1

(x)2
)

= 1
n

( n∑

k=1

x2
k − 2n(x)2 + n(x)2

)

= 1
n

( n∑

k=1

x2
k − n(x)2

)

= 1
n

n∑

k=1

(
x2

k − (x)2
)

(2) cov(x, y) = 1
n

n∑

k=1

(xk − x)(yk − y)

= 1
n

( n∑

k=1

xkyk − y

n∑

k=1

xk − x

n∑

k=1

yk +

n∑

k=1

x × y
)

= 1
n

( n∑

k=1

xkyk − ny × x − nx × y + nx × y
)

= 1
n

( n∑

k=1

xkyk − nx × y
)

= 1
n

n∑

k=1

(xkyk − x × y)

Dans ces conditions, a

n∑

k=1

(x2
k − (x)2) =

n∑

k=1

(ykxk − x× y) s’écrit aussi aσ2
x = cov(x, y). Or σ2

x 6= 0 sinon,

d’après la définition de σ2
x on aurait ∀k ∈ [[1, n]], xk = x, tous les xk seraient égaux, ce qui est contraire

à l’hypothèse. On peut diviser par σ2
x l’égalité précédente et on a a =

cov(x, y)

σ2
x

= â

L’égalité ax + b = y s’écrit b = b̂ = y − â x

2−c)

La fonction f est de classe C2 sur l’ouvert R
2, on peut donc lui appliquer le Théorème de Schwarz :

∂2f
∂a∂b

(a, b) =
∂2f
∂b∂a

(a, b).

Comme R
2 est un ouvert, f ne peut admettre un extremum local qu’en un point critique, donc uniquement

au point (â, b̂).

Utilisons les notations de Monge. Pour tout couple (a, b) ∈ R
2,



∂2f

∂a2 (a, b) = r(a, b) = 2
n∑

k=1

x2
k

∂2f
∂a∂b

(a, b) = s(a, b) = 2
n∑

k=1

xk = 2nx

∂2f

∂b2 (a, b) = t(a, b) = 2
n∑

k=1

1 = 2n

(s2 − rt)(a, b) = 4n2(x)2 − 4n
n∑

k=1

x2
k

= 4n
(
n(x)2 −

n∑

k=1

x2
k

)

= −4n
n∑

k=1

(x2
k − x)2

= −4n2σ2
x d’après la remarque (1) faite au 2−b)

σ2
x 6= 0 =⇒ σ2

x > 0, donc f présente un extremum local en (â, b̂)

Les nombres xk n’étant pas tous égaux, l’un au moins d’entre eux n’est pas nul, donc r(a, b) = 2
n∑

k=1

x2
k > 0

f présente un minimum local en (â, b̂)

2− d)

f(â, b̂) =
n∑

k=1

(âxk + y − â.x − yk)2

=
n∑

k=1

(
(xk − x)â − (yk − y)

)2

= â2

n∑

k=1

(xk − x)2 − 2â

n∑

k=1

(xk − x)(yk − y) +

n∑

k=1

(yk − y)2

= â2nσ2
x − 2ân cov(x, y) + nσ2

y

= n
(cov(x, y))2

σ2
x

− n
2(cov(x, y))2

σ2
x

+ nσ2
y d’après 2−b)

= n
(
σ2

y − (cov(x, y))2

σ2
x

)

= n(σ2
y − σ2

yr2(x, y))

f(â, b̂) = nσ2
y(1 − r2(x, y))

3− a)

f(a, b) est une somme de carrés, donc f(a, b) ≥ 0. En particulier f(â, b̂) ≥ 0, donc nσ2
y(1 − r2(x, y)) ≥ 0.

Les yk n’étant pas tous égaux, l’un d’entre eux au moins est différent de y, donc σ2
y 6= 0 donc σ2

y > 0.

L’inégalité précédente équivaut à 1 − r2(x, y) ≥ 0, donc r2(x, y) ≤ 1, donc |r(x, y) | ≤ 1

3− b)

Si |r(x, y) | = 1, alors f(â, b̂) = 0, ce qui équivaut successivement à

3
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n∑

k=1

(âxk + b̂ − yk)2 = 0

∀k ∈ [[1, n]], âxk + b̂ − yk = 0

∀k ∈ [[1, n]], yk = âxk + b̂

Les points (xk, yk) sont tous sur la droite d’équation y = âx + b̂

PROBLEME

Commentaire concernant la remarque (Xi = 0) =⇒ (Xi+1 = 0) :

Cette implication a été contestée en disant : on peut avoir simultanément aucun individu contagieux
le jour i et k, (k > 0) individus contaminés, non contagieux ce même jour, ce qui impliquerait que
(Xi+1 = k).

Ceci est faux, cette situation ne peut avoir lieu.

Explication : Si le jour i + 1, il y a k (k > 0) individus contaminés et contagieux, alors ces k individus
ont été contaminés le jour i. Donc ce jour là, il doit y avoir au moins un individu contagieux, pour les
contaminer, c’est-à-dire que Xi 6= 0.

On vient de montrer : Xi+1 6= 0 =⇒ Xi 6= 0, ce qui revient à : Xi = 0 =⇒ Xi+1 = 0

PARTIE I

1)

Résolvons le système (S): R




x
y
z
t


 =




a
b
c
d




(S) ⇐⇒






y − 6z + t = a
x + 5z = b
−x + z = c

−y = d

⇐⇒






y = −d
x + 5z = b
−x + z = c
−6z + t = a + d

⇐⇒






y = −d

z = 1
6
(b + c) L2 ←− 1

6
(L2 + L3)

x = z − c
t = a + d + 6z

⇐⇒






x = 1
6
(b − 5c)

y = −d

z = 1
6
(b + c)

t = a + b + c + d

Ceci équivaut à l’égalité matricielle




x
y
z
t


 =




0 1
6

−5
6

0

0 0 0 −1
0 1

6
1
6

0

1 1 1 1







a
b
c
d




Partie I

■ ■
Probème

■



HEC III 2008 option économique 5

On en déduit R−1 =




0 1
6

−5
6

0

0 0 0 −1
0 1

6
1
6

0

1 1 1 1




2−a)

Le réel λ est valeur propre de S si et seulement si le système (S−λI)




x
y
z



 =




0
0
0



 n’est pas de Cramer.

Ce système équivaut au système Σ suivant

(Σ)






(9 − λ)x + 4y + 4z + 9t = 0
(4 − λ)y + 5z = 0

y − λz = 0
−λt = 0

• Pour λ = −1 :

(Σ) ⇐⇒






10x + 4y + 4z + 9t = 0
5y + 5z = 0
y + z = 0

t = 0

⇐⇒






t = 0
z = −y d’après L2 et L3

10x = 0 en reportant les résultats précédents dans L1

⇐⇒






x = 0
y ∈ R

z = −y
t = 0

Le système n’est pas de Cramer, il admet d’autres solutions que la

solution (0, 0, 0, 0) : λ = −1 est valeur propre de S.

Le sous-espace propre associé est :

E−1 = {(0, y,−y, 0) ∈ R
4 / y ∈ R} = vect((0, 1,−1, 0))

• Pour λ = 0 :

(Σ) ⇐⇒






9x + 4y + 4z + 9t = 0
4y + 5z = 0

y = 0

⇐⇒






9x + 9t = 0
y = z = 0

t ∈ R

⇐⇒






x = −t
y = z = 0

t ∈ R

Le système n’est pas de Cramer: λ = 0 est valeur propre de S.

Le sous-espace propre associé est :

E0 = {(−t, 0, 0, t) ∈ R
4 / t ∈ R} = vect((−1, 0, 0, 1)) = vect((1, 0, 0,−1))

• Pour λ = 5 :
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(Σ) ⇐⇒






4x + 4y + 4z + 9t = 0
−y + 5z = 0

y − 5z = 0
−5t = 0

⇐⇒






t = 0
y = 5z
x = −6z

Le système n’est pas de Cramer: λ = 5 est valeur propre de S.

Le sous-espace propre associé est :

E5 = {(−6z, 5z, z, 0) ∈ R
4 / z ∈ R} = vect((−6, 5, 1, 0))

• Pour λ = 9 :

(Σ) ⇐⇒






4y + 4z + 9t = 0
−5y + 5z = 0

y − 9z = 0
−9t = 0

⇐⇒






t = 0
y = −z d’après L1

y = z d’après L2

y = 9z d’après L3

⇐⇒






x ∈ R

y = z = 0
t = 0

Le système n’est pas de Cramer: λ = 9 est valeur propre de S.

Le sous-espace propre associé est :

E9 = {(x, 0, 0, 0) ∈ R
4 / x ∈ R} = vect((1, 0, 0, 0))

2−b)

Le calcul n’est pas nécessaire : supposons S associée à un endomorphisme s de R
4 dans la base

canonique B de R
4. s admet 4 valeurs propres distinctes , donc s est diagonalisable puisque

dim R
4 = 4 (c’est une condition suffisante). On obtient une base de R

4 formée de vecteurs pro-
pres de s en réunissant les bases de E−1, E0, E5 et E9 trouvées dans le 2−a). Une telle base est

B′ =
(
(0, 1,−1, 0), (1, 0, 0,−1), (−6, 5, 1, 0), (1, 0, 0, 0)

)
; dans cette base la matrice de s est :

D =




−1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5 0
0 0 0 9




La matrice de passage de la base B à la base B′ est R. D’après la formule de changement de base pour

les endomorphismes, on a D = R−1SR

2−c)

L’égalité précédente s’écrit aussi S = RDR−1 ce qui implique (c’est maintenant un résultat classique du
cours qui peut se montrer facilement par récurrence)

∀n ∈ N
∗, Sn = RDnR−1 (formule valable pour n = 0 avec la convention S0 = D0 = I)



Calculons explicitement : soit n ∈ N
∗,

Sn =




0 1 −6 1
1 0 5 0
−1 0 1 0
0 −1 0 0







(−1)n 0 0 0
0 0 0 0
0 0 5n 0
0 0 0 9n







0 1
6

−5
6

0

0 0 0 −1
0 1

6
1
6

0

1 1 1 1




=




0 0 −6 × 5n 9n

(−1)n 0 5n+1 0
(−1)n+1 0 5n 0

0 0 0 0







0 1
6

−5
6

0

0 0 0 −1
0 1

6
1
6

0

1 1 1 1




Sn =




9n −5n + 9n −5n + 9n 9n

0
(−1)n

6
+ 5n+1

6
(−1)n+1 5

6
+ 5n+1

6
0

0
(−1)n+1

6
+ 5n

6
(−1)n 5

6
+ 5n

6
0

0 0 0 0




On, peut remarquer que cette formule qui donne explicitement Sn n’est pas valable pour n = 0 puisque
l’on n’obtient pas I.

3−a)

On a vu que (Xn = 0) =⇒ (Xn+1 = 0). Donc la variable Xn+1 conditionnée par l’événement (Xn = 0)
ne prend que la valeur 0

∀n ∈ N, P(Xn=0)(Xn+1 = 0) = 1

3−b)

Si (Xn = 3), les 3 individus sont contagieux le jour n, ils sont donc sains le jour suivant d’après l’énoncé.
Donc la variable Xn+1 conditionnée par l’événement (Xn = 3) ne prend que la valeur 0

∀n ∈ N, P(Xn=3)(Xn+1 = 0) = 1

3−c)

Si Xn = 1, l’individu contagieux le jour n sera sain le jour suivant : il y aura au plus 2 contagieux le jour
(n + 1).

Sous la condition (Xn = 1)

• (Xn+1 = 0) signifie qu’aucun des deux individus sains le jour n n’a été contaminé (ce même jour
bien-sûr). Par indépendance des contaminations,

P(Xn=1)(Xn+1 = 0) =
(

2
3

)2

= 4
9

• (Xn+1 = 1) signifie qu’un seul des deux individus, que nous nommerons A et B, sains le jour n a été
contaminé.

P(Xn=1)(Xn+1 = 1) = P
(
(A est contaminé mais pas B ) ∪ (B est contaminé mais pas A)

)

= P (A est contaminé mais pas B ) + P (B est contaminé mais pas A)
car les deux événements sont incompatibles

= 1
3
× 2

3
+ 2

3
× 1

3
par indépendance des contaminations

P(Xn=1)(Xn+1 = 1) = 4
9

• (Xn+1 = 2) signifie que les deux individus sains le jour n ont été contaminés ce même jour.

P(Xn=1)(Xn+1 = 2) = 1
9

Mathématiques
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On a bien

P(Xn=1)(Xn+1 = 0) =

(
2
0

) (
1
3

)0(2
3

)2

P(Xn=1)(Xn+1 = 1) =

(
2
1

) (
1
3

)1(2
3

)1

P(Xn=1)(Xn+1 = 2) =

(
2
2

) (
1
3

)2(2
3

)0

La variable (Xn+1 / Xn = 1) suit la loi binomiale B(2; 1
3
) de paramètres 2 et 1

3

Si (Xn = 2), il y aura au plus un contagieux le jour suivant. Nommons C1 et C2 les deux individus
contagieux le jour n et C l’individu sain le jour n.

Sous la condition (Xn = 2)

• (Xn+1 = 0) signifie que (C n’ a pas été contaminé par C1) et que (C n’ a pas été contaminé par C2).
Par indépendance des contaminations,

P(Xn=2)(Xn+1 = 0) =
(

2
3

)2

= 4
9

• (Xn+1 = 1) est l’événement contraire du précédent, donc

P(Xn=2)(Xn+1 = 1) = 5
9

La variable (Xn+1 / Xn = 2) suit la loi de Bernoulli B(5
9
) de paramètre 5

9

3−d)

C’est du cours

E
(
Xn+1 / Xn = 1) = 2 × 1

3
=

2
3

E
(
Xn+1 / Xn = 2) = 1 × 5

9
=

5
9

4−a)

X0(Ω) = [[0; 3]] et X1(Ω) ⊂ [[0; 3]]

Utilisons le système complet d’événements {
(
X0 = i

)
/ 0 ≤ i ≤ 3} . D’après la formule des probabilités

totales, pour tout j ∈ [[0; 3]], on a

P (X1 = j) =
3∑

i=0

P (X0 = i)P(X0=i)(X1 = j) avec P (X0 = i) =






(
2
3

)3

= 8
27

si i = 0

3 × 1
3
×

(
2
3

)2

= 4
9

si i = 1

3 ×
(

1
3

)2

× 2
3

= 2
9

si i = 2
(

1
3

)3

= 1
27

si i = 3

,

car la variable X0 suit la loi binomiale B(3, 1
3
).

• P(X0=0)(X1 = 0) = 1 d’après 3−a)

P(X0=1)(X1 = 0) = 4
9

d’après 3−c)

P(X0=2)(X1 = 0) = 4
9

d’après 3−c)

P(X0=3)(X1 = 0) = 1 d’après 3−b)

Donc, P (X1 = 0) = 1 × 8
27

+ 4
9
× 4

9
+ 4

9
× 2

9
+ 1 × 1

27
= 51

81
= 17

27



• P(X0=0)(X1 = 1) = P(X0=3)(X1 = 1) = 0 d’après 3−a) et 3−b)

P(X0=1)(X1 = 1) = 2 × 1
3
× 2

3
= 4

9
d’après 3−c)

P(X0=2)(X1 = 1) = 5
9

d’après 3−c)

Donc, P (X1 = 1) = 4
9
× 4

9
+ 2

9
× 5

9
= 26

81

• P(X0=0)(X1 = 2) = P(X0=3)(X1 = 2) = 0 d’après 3−a) et 3−b)

P(X0=1)(X1 = 2) =
(

1
3

)2

= 1
9

d’après 3−c)

P(X0=2) = (X1 = 2) = 0 d’après 3−c)

Donc, P (X1 = 2) = 1
9
× 4

9
= 4

81

• Remarquons que l’on n’a jamais P (Xn+1 = 3) d’après la question 3).

Donc, P (X1 = 3) = 0

E(X1) = 1 × 26
81

+ 2 × 4
81

= 34
81

4−b)

E(X1 / X0 = 0) = 0 ; P (X0 = 0) =
(

2
3

)3

= 8
27

E(X1 / X0 = 1) = 2
3

; P (X0 = 1) = 3 ×
(

2
3

)2(1
3

)
= 4

9

E(X1 / X0 = 2) = 5
9

; P (X0 = 2) = 3 ×
(

2
3

)(
1
3

)2

= 2
9

E(X1 / X0 = 3) = 0 ; P (X0 = 3) =
(

1
3

)3

= 1
27

(On a utilisé les résultats du 3)).

3∑

i=0

E(X1 / X0 = i) × P (X0 = i) = 2
3
× 4

9
+ 5

9
× 2

9
= 8

27
+ 10

81
= 34

81
= E(X1)

Remarque : Cette égalité s’appelle la formule de l’espérance totale.

5−a)

La famille {(Xn = i) / 0 ≤ i ≤ 3} est un système complet d’événements, donc un + vn + wn + tn = 1

5−b)

Il en résulte que : ∀j ∈ [[0; 3]], P (Xn+1 = j) =
3∑

i=0

P(Xn=i)(Xn+1 = j)P (Xn = i)

P (Xn+1 = 0) = 1 × un + 4
9
× vn + 4

9
× wn + 1 × tn

P (Xn+1 = 1) = 0 × un + 4
9
× vn + 5

9
× wn + 0 × tn

P (Xn+1 = 2) = 0 × un + 1
9
× vn + 0 × wn + 0 × tn

P (Xn+1 = 3) = 0,

toujours à l’aide des résultats du 3). Matriciellement, on obtient




un+1

vn+1

wn+1

tn+1


 = M




un

vn

wn

tn


 avec

M =




1 4
9

4
9

1

0 4
9

5
9

0

0 1
9

0 0

0 0 0 0




5−c)

Il est alors clair que M = 1
9
S

Un réel λ est valeur propre de M si et seulement si il existe une matrice colonne X non nulle appartenant
à M4,1(R) telle que MX = λX ; ce qui équivaut à SX = (9λ)X, c’est-à-dire que 9λ est valeur propre
de S.

λ ∈ spect(M) ⇐⇒ 9λ ∈ {−1, 0, 5, 9}, donc spect(M) = {−1
9
, 0, 5

9
, 1}

5−d)

Par une récurrence classique que nous ne ferons pas, on montre que ∀n ∈ N, Un = MnU0

Donc Un = 1
9n SnU0 =




1 1 −
(

5
9

)n

1 −
(

5
9

)n

1

0 1
6

(−1
9

)n

+ 5
6

(
5
9

)n

−5
6

(−1
9

)n

+ 5
6

(
5
9

)n

0

0 −1
6

(−1
9

)n

+ 1
6

(
5
9

)n 5
6

(−1
9

)n

+ 1
6

(
5
9

)n

0

0 0 0 0







u0

v0

w0

t0




D’où

un = u0 + (1 −
(

5
9

)n

)v0 + (1 −
(

5
9

)n

)w0 + t0

= u0 + v0 + w0 + t0 −
(

5
9

)n

v0 −
(

5
9

)n

w0

un = 1 −
(

5
9

)n

v0 −
(

5
9

)n

w0

vn = (1
6

(−1
9

)n

+ 5
6

(
5
9

)n

)v0 + (−5
6

(−1
9

)n

+ 5
6

(
5
9

)n

)w0

vn = 5
6

(
5
9

)n

(v0 + w0) + 1
6

(−1
9

)n

(v0 − 5w0)

6−a)

F =

+∞⋃

n=0

(Xn = 0). Dire que l’événement F est réalisé c’est dire, par définition d’une réunion, qu’il existe

une entier n ∈ N tel que l’événement (Xn = 0) est réalisé. Cela veut dire qu’il arrive un jour, le jour n,
où le virus a disparu.

L’événement F est l’événement ” le virus a disparu ”

6−b)

On a vu que (Xn = 0) ⊂ (Xn+1 = 0) car toute éventualité qui réalise (Xn = 0) réalise aussi (Xn+1 = 0).

F est alors l’union d’une suite d’événements, croissante pour l’inclusion. D’après le théorème de la
limite monotone,

P (F ) = lim
n→+∞

P (Xn = 0) = lim
n→+∞

un = 1 car
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un = 1 −
(

5
9

)n

v0 −
(

5
9

)n

w0 et
∣∣∣ 5
9

∣∣∣ < 1 =⇒ lim
n→+∞

(
5
9

)n

= 0

Remarque : Ce résultat ne dépend pas des valeurs u0, . . . , t0

P (F ) = 1 veut dire que l’on est quasiment certain que le virus va disparâıtre

PARTIE II

1−a)

• q0,j = P(Xn=0)(Xn+1 = j) =

{
0 si j > 0
1 si j = 0

car si les individus sont tous sains le jour n, ils le sont encore le jour suivant.

• qN,j = P(Xn=N)(Xn+1 = j) =

{
0 si j > 0
1 si j = 0

car si les individus sont tous contagieux le jour n, ils sont sains le jour suivant.

• qi,N = P(Xn=i)(Xn+1 = N) = 0

car si i > 0 (il y a i individus contagieux le jour n), ces i individus seront sains le jour suivant : on n’aura
pas Xn+1 = N

Si i = 0, on a vu l’explication au début du a). On a (Xn = i) ∩ (Xn+1 = N) = ∅
Remarque : Ceci prouve que l’on n’a pas : ∀n ∈ N, ∀i ∈ [[0;N ]], P (Xn = i) > 0.

L’énoncé comporte une erreur, car P (Xn+1 = N) =
N∑

i=0

P(Xn=i)(Xn+1 = N)P (Xn = i) = 0 ;

le vrai énoncé doit être ∀n ∈ N, ∀i ∈ [[0;N [[, P (Xn = i) > 0.

1−b)

Si i individus sont contagieux le jour n, ils sont sains le jour suivant. Donc ce jour-là, numéro n + 1, il ne
peut y avoir, au plus, que N − i individus contagieux.

Donc, si j > N − i, la probabilité qi,j = 0

1−c)

D’après ce qui précède, la variable Xn+1 conditionnée par l’événement (Xn = i) ne peut prendre que les
valeurs que [[0, N − i]].

L’observation de N−i individus, autres que les i contagieux, est une suite de N−i épreuves indépendantes,
identiques, à deux issues possibles : le succès S ” l’individu observé est contagieux le jour n+1 ” et l’échec
S ”l’individu observé est sain le jour n + 1 ”.

La variable Xn+1 conditionnée par l’événement (Xn = i) indique le nombre de succès.

Cette variable aléatoire suit donc la loi binomiale de paramètres N − i et P (S).

Soit C1, . . . , Ci les individus contagieux le jour n et soit I un individu sain le jour n.

L’événement S : l’individu I est sain le jour n+1 est l’intersection des événements indépendants suivants
Ik : I n’est pas contaminé par Ck, pour k ∈ [[1, i]]

S =
k⋂

k=1

Ik.

Or la probabilité que I ne soit pas contaminé par Ck le jour n est q = 1 − p. Il en résulte que P (S) = qi

et donc P (S) = 1 − qi

Xn+1 conditionnée par (Xn = i), notée Xn+1 / (Xn = i), suit la loi binomiale B(N − i, 1 − qi)

− −

2−a)

11

12 HEC III 2008 option économique

N∑

j=0

qi,j =
N∑

j=0

P(Xn=i)(Xn+1 = j)

=
N∑

j=0

P (Xn = i ∩ Xn+1 = j)

P (Xn = i)

= 1
P (Xn = i)

N∑

j=0

P ((Xn = i ∩ Xn+1 = j)

=
P (Xn = i)

P (Xn = i)
d’après la formule des probabilités totales

Donc
N∑

j=0

qi,j = 1

Remarque 1 : Ce résultat est valable si P (Xn = i) 6= 0 et cette situation est fausse si i = N et n > 0

Si i = N et n > 0, alors (Xn = N) =⇒ (Xn+1 = 0), donc P(Xn=N)(Xn+1 = j) = 0 pour j ∈ [[1, N ]] et
P(Xn=N)(Xn+1 = 0) = 1

Dans ce cas là,
N∑

j=0

qN,j =
N∑

j=0

P(Xn=N)(Xn+1 = j) = P(Xn=N)(Xn+1 = 0) = 1

Donc le résultat est encore valable et on peut dire :

∀i ∈ [[0, N ]],
N∑

j=0

qi,j = 1

Remarque 2 : Dans les cas P (Xn = i) 6= 0, on aurait pu obtenir cette égalité en disant que l’application

P(Xn=i) est une probabilité, donc
N∑

j=0

P(Xn=i)(Xn+1 = j) = 1 puisque la famille (Xn+1 = j) / 0 ≤ j ≤ N

est un système complet d’événements.

La somme des termes de chaque ligne de Q vaut donc 1. Donc Q




1
...
1



 =




N∑

j=0

q1,j

...
N∑

j=0

qN,j




=




1
...
1





Ceci prouve que 1 est valeur propre de Q et que




1
...
1



 ∈ Mn+1,1(R) en est un vecteur propre.

2−b)

Un vecteur propre étant un vecteur non nul, il existe au moins une coordonnée non nulle ; les valeurs
absolues des coordonnées sont positives ou nulles et il y en a au moins une qui est strictement positive
(sinon toutes les coordonnées seraient nulles). Si l’on considère la coordonnée qui a la plus grande valeur
absolue, cette coordonnée est non nulle, puisque sa valeur absolue est strictement positive.

Si l’on note V (i) cette coordonnée, on a |V (i) | = max
0≤j≤N

|V (j) | et V (i) 6= 0.

La ligne numéro i du système QV = λV s’écrit
N∑

j=0

qi,jV (j) = λV (i), ce qui implique successivement :

Mathématiques
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|λV (i) | = |
N∑

j=0

qi,jV (j) |

|λ ||V (i) | ≤
N∑

j=0

|qi,jV (j) | inégalité triangulaire

|λ ||V (i) | ≤
N∑

j=0

qi,j |V (j) | car qi,j ≥ 0

|λ | ≤
N∑

j=0

qi,j
|V (j) |
|V (i) | car |V (i) | > 0

|λ | ≤
N∑

j=0

qi,j car
|V (j) |
|V (i) | ≤ 1 et qi,j ≥ 0

Si λ est une valeur propre de Q, alors |λ | ≤ 1 car
N∑

j=0

qi,j = 1 d’après 2−a)

3)

La famille {(Xn = 0), . . . , (Xn = N)} est un (pseudo) système complet d’événements (pseudo puisque
P (Xn = N) peut être nulle).

∀k ∈ [[0, N ]], P (Xn+1 = k) =

N∑

j=0

P(Xn=j)(Xn+1 = k)P (Xn = j)

=
N∑

j=0

qj,kP (Xn = j)

= q0,kP (Xn = 0) + q1,kP (Xn = 1) + . . . , qN,kP (Xn = N)

= ( q0,k . . . qN,k )




P (Xn = 0)
...

P (Xn = N)




produit d’une matrice ligne et d’une matrice colonne

Donc,




P (Xn+1 = 0)
...
...

P (Xn+1 = N)


 =




q0,0 . . . . . . qN,0

...
...

q0,k . . . . . . qN,k

...
...

q0,N . . . . . . qN,N







P (Xn = 0)
...
...

P (Xn = N)




On constate que Un+1 = tQUn

4−a)

Par des récurrences classiques que nous ne ferons pas, on montre que

∀n ∈ N, Un = MnU0 et ∀k ∈ [[0;N ]], ∀n ∈ N, MnVk = λn
kVk

Donc, ∀n ∈ N, Un = Mn

N∑

k=0

αkVk =

N∑

k=0

αkMnVk

∀n ∈ N, Un =
N∑

k=0

αkλn
kVk

4−b)14 HEC III 2008 option économique

La colonne des coordonnées de Vk est




Vk(0)
...

Vk(i)
...

Vk(N)




, donc la colonne des coordonnées de αkλn
kVk est




αkλn
kVk(0)
...

αkλn
kVk(i)
...

αkλn
kVk(N)




, donc celle de
N∑

k=0

αkλn
kVk est




N∑

k=0

αkλn
kVk(0)

...
N∑

k=0

αkλn
kVk(i)

...
N∑

k=0

αkλn
kVk(N)




La colonne des coordonnées de Un est




P (Xn = 0)
...

P (Xn = i)
...

P (Xn = N)




L’égalité : ∀n ∈ N, Un =

N∑

k=0

αkλn
kVk donne ∀n ∈ N, ∀i ∈ N, P (Xn = i) =

N∑

k=0

αkλn
kVk(i)

4−c)

P (Xn = i) = α0V0(i) +

N∑

k=1

αkλn
kVk(i) car λ0 = 1

∀k ∈ [[1, N ]], on a |λk | < 1, donc lim
n→+∞

λn
k = 0

Il en résulte que : ∀k ∈ [[1, N ]], ∀i ∈ [[0, N ]], lim
n→+∞

P (Xn = i) = α0V0(i)

D’après l’énoncé, V0(i) = 1 si i = 0 et V0(i) = 0 pour 1 ≤ i ≤ N

Donc, ∀i ∈ [[1, N ]], lim
n→+∞

P (Xn = i) = 0

4−d)

La famille {(Xn = 0), . . . , (Xn = N)} est un (pseudo) système complet d’événements, on a :

N∑

i=0

P (Xn = i) = 1 = P (Xn = 0) +

N∑

i=1

P (Xn = i)

D’après le résultat précédent, lim
n→+∞

N∑

i=1

P (Xn = i) = 0, donc lim
n→+∞

P (Xn = 0) = 1

Cela veut dire que l’on est quasiment certain que le virus va disparâıtre.
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Les variables aléatoires Yi étant indépendantes et suivant la même loi de Bernoulli de paramètre p,

la somme
m∑

i=1

Yi suit la loi binomiale B(m, p) de paramètres m et p. Donc E
( m∑

i=1

Yi

)
= mp et

E
(
Ym

)
= 1

mmp = p

Ym est une fonction des Yi pour 1 ≤ i ≤ m, donc Ym est un estimateur de p

Ym est un estimateur sans biais de p

Le risque quadratique est donc égal à V (Ym) = 1
m2 V

( m∑

i=1

Yi

)
= 1

m2 mp(1 − p) = p(1 − p)
m

1−b)

On veut montrer que P
(
Ym −

√
5
m ≤ p ≤ Ym +

√
5
m

)
≥ 0.95

ceci équivaut à P
(
|Ym − p | ≤

√
5
m

)
≥ 0.95, puis à −P

(
|Ym − p | ≤

√
5
m

)
≤ −0.95, c’est-à-dire

1 − P
(
|Ym − p | ≤

√
5
m

)
≤ 0.05, et finalement P

(
|Ym − p | >

√
5
m

)
≤ 0.05.

D’après Bienaymé-Tchebycheff, P
(
|Ym − p | >

√
5
m

)
≤ V (Ym)

(√
5
m

)2
(1)

Or
V (Ym)

(√
5
m

)2
=

p(1 − p)

m × 5
m

=
p(1 − p)

5

D’autre part, pour tout p ∈ [0; 1], p(1 − p) ≤ 1
4

(inégalité classique dite de Bernoulli)

Montrons la :

Posons f(x) = x(1 − x) pour x ∈ [0; 1] ; f ′(x) = 1 − 2x d’où le tableau de variations :

x 0 1
2

1

f ′(x) + 0 −

f ր 1
4

ց

On a immédiatement ∀x ∈ [0; 1], x(1 − x) ≤ 1
4

et comme p ∈ ]0; 1[, on a bien p(1 − p) ≤ 1
4

Par suite,
V (Ym)

(√
5
m

)2
≤ 1

4 × 5
= 1

20
= 0.05

L’inégalité (1) donne P
(
|Ym − p | >

√
5
m

)
≤ 0.05

donc

P
(
Ym −

√
5
m ≤ p ≤ Ym +

√
5
m

)
≥ 0.95

2−a)

Ym − p ≥ ε ⇐⇒ mθ(Ym − p) ≥ mθε car mθ > 0
⇐⇒ mθYm ≥ mθ(p + ε)
⇐⇒ exp(mθYm) ≥ exp(mθ(p + ε)) car exp est strictement croissante

1−a)
Partie III Les événements (Ym − p ≥ ε) et

(
exp(mθYm) ≥ exp(mθ(p + ε))

)
sont donc égaux : ils ont même

probabilité

∀θ > 0, ∀ε > 0, P (Ym − p ≥ ε) = P
(

exp(mθYm) ≥ exp(mθ(p + ε))
)

2−b)

Posons T (Ω) = {t1, . . . , tn}, alors E(T ) =
n∑

k=1

tkP (T = tk)

Posons Ia = {k ∈ [[1, n]] / tk ≥ a} et Ia = {k ∈ [[1, n]] / tk < a}. Les deux ensembles Ia et Ia forment une
partition de [[1, n]], l’un de ces deux ensembles pouvant être vide.

E(T ) =
∑

k∈Ia

tkP (T = tk) +
∑

k∈Ia

tkP (T = tk) avec la convention que si un des deux ensembles Ia ou Ia

est vide, la somme correspondante est nulle.

La variable T ne prend que des valeurs positives, donc
∑

k∈Ia

tkP (T = tk) ≥ 0 et il s’ensuit

E(T ) ≥
∑

k∈Ia

tkP (T = tk)

∀k ∈ Ia, tk ≥ a, donc tkP (T = tk) ≥ aP (T = tk) car P (T = tk) ≥ 0.

Sommons ces inégalités pour k ∈ Ia, il vient
∑

k∈Ia

tkP (T = tk) ≥ a
∑

k∈Ia

P (T = tk), c’est-à-dire

∑

k∈Ia

tkP (T = tk) ≥ aP (T ∈ Ia), puis E(T ) ≥ aP (T ≥ a).

Et comme a > 0, on a :

∀a > 0, P (T ≥ a) ≤ E(T )
a

2−c)

La variable aléatoire exp(mθYm) prend des valeurs positives strictement par propriété de l’exponentielle.
les variables Yi ne prennent que deux valeurs 0 ou 1, donc Ym ne prend qu’un nombre fini de valeurs et
par conséquent exp(mθYm) également. On peut donc appliquer à cette variable l’inégalité de 2−b). Cette
inégalité s’écrit :

P
(

exp(mθYm) ≥ exp(mθ(p + ε)
)
≤ E(exp(mθYm)

exp(mθ(p + ε))

Calculons :

E(exp(mθYm) = E(exp(mθ 1
m

m∑

i=1

Yi))

= E(exp(θ

m∑

i=1

Yi))

= E(
m∏

i=1

exp(θYi))

Les variables Yi sont indépendantes, donc les variables exp(θYi) aussi en tant que fonctions des Yi ; il en

résulte que E(exp(mθYm)) = E(
m∏

i=1

exp(θYi)) =
m∏

i=1

E(exp(θYi)).

D’après le théorème du tranfert,

E(exp(θYi)) = exp(θ × 0) × P (Yi = 0) + exp(θ × 1) × P (Yi = 1) = q + p exp(θ)

Il en résulte que E(exp(mθYm)) = (q + p exp(θ))m et
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∀(θ, ε) ∈ (R∗
+)2, P (Ym − p ≥ ε) ≤ (q + p exp(θ))m

exp(mθ(p + ε))

Ceci s’écrit aussi

P (Ym − p ≥ ε) ≤
exp

(
m ln(q + p exp(θ))

)

exp(mθ(p + ε))
ou

P (Ym − p ≥ ε) ≤ exp
(
m(g(θ) − θ(p + ε))

)

2−d)

L’application x 7−→ pex + q est de classe C2 sur R+, comme combinaison linéaire de fonctions de classe
C2 sur R+ et à valeurs dans R

∗
+. La fonction ln est de classe C2 sur R

∗
+, donc par composition, la

fonction g : x 7−→ ln(pex + q) est de classe C2 sur R+

∀x ≥ 0, g′(x) =
pex

q + pex et g′′(x) =
pqex

(pex + q)2

|g′′(x) | ≤ 1
4

⇐⇒ g′′(x) ≤ 1
4

car g′′(x) > 0

⇐⇒ pqex

(pex + q)2
≤ 1

4

⇐⇒ 4pqex ≤ (pex + q)2 on a multiplié par 4(pex + q)2 > 0
⇐⇒ 0 ≤ (pex)2 − 2pqex + q2

⇐⇒ 0 ≤ (pex − q)2, ce qui est toujours vrai

Conclusion : comme il s’agit d’équivalences, ∀x ≥ 0, |g′′(x) | ≤ 1
4

2−e)

La fonction g étant de classe C2 sur R+, et |g′′ | étant majorée sur R+ par 1
4
, on peut appliquer l’inégalité

de Taylor-Lagrange à l’ordre 1 sur le segment [0, θ]. On obtient

|g(θ) − g(0) − θg′(0) | ≤ θ2

2
max
t∈[0;θ]

|g′′(t) |

ou encore |g(θ) − g(0) − θg′(0) | ≤ θ2

8
puisque max

t∈[0;θ]
|g′′(t) | ≤ 1

4

Rappelons qu’un réel est toujours inférieur ou égal à sa valeur absolue, donc

g(θ) − g(0) − θg′(0) ≤ |g(θ) − g(0) − θg′(0) |, soit encore g(θ) − g(0) − θg′(0) ≤ θ2

8

Remarquons que g(0) = ln(p+q) = 0 puisque p+q = 1 et g′(0) =
p

p + q = p. l’inégalité précédente donne

alors

∀θ > 0, g(θ) ≤ pθ + θ2

8

2−f)

∀x > 0, h′(x) = x
4
− ε. On obtient le tableau de variations suivant :

x 0 4ε +∞

h′(x) − 0 +

h 0 ց −2ε2 ր +∞

∀θ ≥ 0, g(θ) − θ(p + ε) ≤ θp + θ2

8
− θ(p + ε) d’après 2−e), soit encore

∀θ ≥ 0, g(θ) − θ(p + ε) ≤ θ2

8
− θε

Comme m > 0, ∀θ ≥ 0, m(g(θ) − θ(p + ε)) ≤ m(θ2

8
− θε), et la fonction exp étant croissante,

∀θ ≥ 0, exp(m(g(θ) − θ(p + ε))) ≤ exp(m(θ2

8
− θε)), soit finalement

∀θ ≥ 0, exp(m(g(θ) − θ(p + ε))) ≤ exp(mh(θ))

En particulier, pour θ = 4ε, P (Ym − p ≥ ε) ≤ exp(mh(4ε) d’après 2−c), donc

P (Ym − p ≥ ε) ≤ exp(−2mε2)

3)

Posons Wi = 1 − Yi pour i ∈ [[1,m]]. Yi(Ω) = {0, 1} =⇒ Wi(Ω) = {0, 1}
P (Wi = 1) = P (Yi = 0) = q.

Les variables aléatoires Wi suivent la même loi de Bernoulli de paramètre q, elles sont indépendantes car
les Yi le sont. On peut donc leur appliquer l’inégalité du 2−f).

∀ε > 0, P (Wm − q ≥ ε) ≤ exp(−2mε2)

4−a)

(|Ym − p | ≥ ε) = (Ym − p ≥ ε)︸ ︷︷ ︸
cas où Ym − p ≥ 0

∪ (−(Ym − p) ≥ ε)︸ ︷︷ ︸
cas où Ym − p ≤ 0

= (Ym − p ≥ ε) ∪ (Ym − p) ≤ −ε)

Remarquons que :

Wm = 1
m

m∑

i=1

(1 − Yi)

= 1
m

( m∑

i=1

1 −
m∑

i=1

Yi)

= 1
m (m −

m∑

i=1

Yi)

= 1 − 1
m

m∑

i=1

Yi

= 1 − Ym

Donc

(Ym − p ≤ −ε) = (p − Ym ≥ ε)
= (p − (1 − Wm) ≥ ε)
= (p − 1 + Wm ≥ ε)
= (Wm − q ≥ ε)

Donc (|Ym − p | ≥ ε) = (Ym − p ≥ ε) ∪ (Wm − q ≥ ε).

Ces deux événements sont incompatibles puisque les événements (Ym − p ≥ ε) et (Ym − p ≤ −ε) le sont.
Donc

P (|Ym − p | ≥ ε) = P (Ym − p ≥ ε) + P (Wm − q ≥ ε), donc

P (|Ym − p | ≥ ε) ≤ exp(−2mε2) + exp(−2mε2) d’après les questions 2−f) et 3). D’où

P (|Ym − p | ≥ ε) ≤ 2 exp(−2mε2)
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4−b)

2 exp(−2mε2) = 2 exp(−2m1.844
m )

= 2 exp(−3.688)
≃ 2 exp(ln(0.025))

Donc, 2 exp(−2mε2) ≃ 0.05

Pour ε =

√
1.844

m ,

P
(
|Ym − p | ≥

√
1.844

m

)
≤ 0.05 ⇐⇒ 1 − P

(
|Ym − p | ≥

√
1.844

m

)
≥ 1 − 0.05

⇐⇒ P
(
|Ym − p | <

√
1.844

m

)
≥ 0.95

⇐⇒ P
(
Ym −

√
1.844

m < p < Ym +

√
1.844

m

)
≥ 0.95

Un intervalle de confiance au niveau 0.95 pour p est I1 =
[
Ym −

√
1.844

m ;Ym +

√
1.844

m
]

Dans B−8), on avait trouvé un intervalle I0 =
[
Ym −

√
5
m ; Ym +

√
5
m

]

On a I1 ⊂ I0 puisque

√
1.844

m <

√
5
m .

L’intervalle I1 est plus précis que I0 puisque pour un même risque

la marge d’erreur est plus faible pour I1 que pour I0




