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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Partie I : Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

I Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

NB : seuls les systemes différentiels linéaires X' = AX, ou A est une matrice constante de
M, (IK), sont au programme de la classe PC. Tout le reste est en complément.

I.1 Généralités

Définition

Soient I un intervalle de IR, non vide ni réduit a un point, et n un entier naturel.

Soit t +— A(t) une application continue sur I, a valeurs dans M,,(IK).

Soit t + B(t) une application continue sur / a valeurs dans IK".

Soit t +— X (t) une application définie sur I & valeurs dans IK".

On dit que 'application X est solution sur I du systeme (S) : X' = A(t)X + B(t), si :

— L’application X est dérivable sur I.
— Pour tout ¢ de I, on a 'égalité X'(t) = A(t) X (t) + B(t).

Remarques et définitions
— On dit que S est un systeme différentiel linéaire d’ordre 1.
— Le systeme (H) : X' = A(t)X est appelé systéme homogéne associé a (.5).

— Toute solution de (S) ou de (H) sur I est nécessairement de classe C! sur I.

Définition (Probleme de Cauchy)

Le probleme de Cauchy consiste & chercher §'il existe une solution t — X (¢) de (S) prenant
en un point donné tq de I une valeur donnée Xy dans IK".

Proposition
Pour le systeme (5), et donc pour le systeme (H), le probleme de Cauchy admet une solution
unique, sur l'intervalle I tout entier.

Proposition (Structure de 'ensemble des solutions de (H))

H L’ensemble Sy des solutions de (H) sur I est un espace vectoriel de dimension n.

Proposition (Structure de I'ensemble des solutions de (.5))

La solution générale de (S) s’obtient en ajoutant, a la solution générale de (H ), une solution
particuliere X, de (5).

Conséquence
Si Zy,Zs, ..., Z, forment une base de Sy la solution générale de (.S) s’écrit donc :
X it— Xo(t) + MZ1(t) + XaZa(t) + -+ - + A\ Zn(t), ot Ay, ..., A, sont des éléments de IK.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Partie I : Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

Proposition (Principe de superposition des solutions)

On suppose que le “second membre” B(t) de (S) s’écrit B(t) = a3 By(t) + - - - + g B(t), ou
les applications By, ..., By sont continues de I dans IK", et ol les «; sont dans IK.

On suppose en outre que les applications X; : I C IR — IK" sont des solutions particulieres
du systeme (5;) : X' = A(t)X + B;(1).

Alors 'application X = a3 Xy + - - - + ax X}, est une solution particuliere de (5) sur 1.

I.2 Systemes homogenes a coefficients constants

Si 'application matricielle ¢t — A(t) est constante, on dit que le systéme différentiel homogene
(H) est a coefficients constants.

Si on note X (t) = (x1(t), xa(t), ..., zn(t), et si A est la matrice de terme général a;;, alors le
systéme homogene (H) s’écrit :

( xa(t) = a1 ZL‘l(t) —+ a9 ZL’Q(t) + -+ ay; l’](t) + -4+ a, ZEn(t)
QT/Q(t) = 91 l'l(t) + a2 l’g(t) + -+ A2; I’J(t) + -+ a9, JTn(t)

Vtel
DN () = an 21(t) + apea(t) + -+ ag () + - + Qi wa(t)

L2, (1) = an1 21(8) + ano 22(t) 4 - -+ + apy 25 (L) + -+ 4 A Tn (1)

Utilisation de la réduction de la matrice

— Cas ou la matrice du systeme est diagonalisable
Notons Ay, ..., A, les valeurs propres de A, chacune comptée autant de fois que sa multiplicité.
Il existe donc une matrice diagonale D (de coefficients diagonaux Ay, A, ..., \,) et une ma-
trice P de GL(n, K) telles que D = P7'AP.
On effectue le changement de fonction inconnue défini par X (t) = PY ().
Le systeme (H) devient alors :

(H'):Y'(t) = P'X'(t) = P*AX(t) = P 'APY (t) = DY (t)

La k-eme ligne (L},) de (H') s’écrit y;.(t) = M\gyx(t) : ¢’est une équation différentielle scalaire
d’ordre 1 dont la solution générale est yx(t) = ay exp(Ait), avec oy dans IK.
On trouve alors la solution générale de (H) en revenant a X = PY.

Si on note uy, ..., u, les vecteurs colonnes de P (qui sont vecteurs propres de A pour les
valeurs propres Aj, Ag, ..., A,), la solution générale de (H) s’écrit :

X(t) = ag exp(Ait)ug + agexp(Aat)ug + - -+ + a, exp(Apt)uy,

ou (aq,ag,...,ay) est un élément quelconque de IK".

On voit bien que Sy est un espace vectoriel de dimension n sur IK, et quune base de cet
espace vectoriel est formée des applications t — ¢ (t) = exp(Apt)ug, ou (ug, ..., u,) est une
base de IK"™ formée de vecteurs propres de A, pour les valeurs propres Aq, Ag, ..., \,.

Remarque : Pour résoudre (H), le calcul de P~! n’est pas nécessaire.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Partie I : Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

— Diagonalisation dans T, pour un systeme réel

On suppose ici que IK = IR. Si A est diagonalisable dans @ (sans l'étre dans IR) on peut
résoudre (S) en utilisant la diagonalisation de A dans .

Avec les notations précédentes, on range les valeurs propres de A pour que Ay = A, Ay =
A3, Aap = Agp—1 (valeurs propres non réelles), avec les vecteurs propres ug = Uy, ..., Uz, =
Ugp—1, PUiS Agpi1, ..., A, (valeurs propres réelles).

A partir de la base de Sy formée des applications t +— @i (t) = exp(Agt)uy (pour 1 < k < n)
on construit une base de solutions réelles de (H) de la maniere suivante :

Pour tout k de {1,...,p}, on remplace @of et por_1 = Por par Re (por) et par Im (por ).
Pour tout k > p, on conserve les applications ¢ car elles sont a valeurs réelles.

— Utilisation de la trigonalisation (complément)
On suppose IK = IR ou €. La matrice A est (au besoin dans €) trigonalisable.

Il existe deux matrices, P inversible, et T" triangulaire supérieure, (de coefficients diagonaux
les valeurs propres Aj, -+, \, de A) telles que T = P7LAP.

Les systemes (S) et (H) deviennent, en posant encore X = PY, et C(t) = P7'B(t) :
(S):Y'(t)=TY )+ P'B(t), et (H):Y'(t) =TY ().

La n-ieme ligne (L) de (S”) est : ¢, (t) = A\ayn(t) + cu(t).

La solution générale de (L!)) s’écrit y,(t) = aexp(At) + B,(t) (ot « est dans IK et ou [ est
une solution particuliere de (L})).

On résout alors progressivement (E’) de la derniere équation a la premiere.

On obtient enfin la solution générale de (F) en revenant a X = PY.

Remarque : 1a encore, le calcul de P~! est inutile pour résoudre (H).

I.3 Exponentielles de matrices (compléments)

Définition
Soit A une matrice de M, (IK). N
L’exponentielle de A est la limite, dans M., (IK), de la suite de terme général Sy = Z EA’“ :
k=0

+o0
1
On note exp(A) = Z EA’“.
k=0

Remarques et propriétés
— Pour tout A de IK, exp(Al,) = exp(A)I,. En particulier exp(0,) = I,,.
— Si A, B commutent dans M,,(IK), alors exp(A + B) = exp(A) exp(B).

— En particulier, pour tout A de M,,(IK), exp(A) est une matrice carrée inversible et exp(—A) =
(exp(A))~.
VA € M, (IK),exp(A) € GL(n,IK), et exp(—A) = (exp(A))~1.

— Si A =diag(A, Mg, ..., \n), alors exp(A) = diag(exp(A1), - .., exp(\,)).
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Partie I : Systemes différentiels linéaires d’ordre 1

— L’application t — f(t) = exp(tA) est dérivable, et f'(t) = Aexp(tA) = exp(tA)A.
— Supposons que A s’écrive A = D+ N, avec D diagonale, N strictement triangulaire, et telles
que ND = DN. Une telle décomposition apparait quand on trigonalise A.

Soit r un entier tel que N = 0.
r—1 Nk
Alors exp(A) = exp(D) exp(N) = exp(D) Z —.
k!
k=0
Utilisation de exp(tA) dans la résolution de (H)
Soit A une matrice de M,,(IK). On considere le systeme linéaire (H) : X'(t) = AX(t).
Soit ty un réel, et Xy un élément de IR"™.

L’unique solution de (H) qui vaut X, au point g est : t — X (t) = exp((t — t9)A) Xo.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Partie Il : “Equa diffs” linéaires scalaires d’ordre 1

II “Equa diffs” linéaires scalaires d’ordre 1

I1.1 Définitions

Soit I un intervalle de IR, non réduit a un point.
Soient a et b deux fonctions continues sur I, a valeurs dans IK = IR ou (.

On dit que = : I — IK est solution de I’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 1
(E): 2" =a(t)x + b(t)

si 'application x est dérivable sur I et si, pour tout t de I, on a : 2/(t) = a(t) z(t) + b(t).
L’équation (H) : 2’ = a(t) x est appelée équation linéaire homogene associée.

Le cas d’une équation différentielle a(t) 2’ 4 b(t) z + ¢(t) = 0 se ramene au cas précédent, si on
se place sur un intervalle sur lequel la fonction a ne s’annule pas.

I1.2 Solution générale de I’équation (E)

— Le probleme de Cauchy pour (F) admet une solution unique sur I.

Autrement dit il existe une solution unique t — x(t) sur I telle que x(to) = o, avec ty donné
dans I et xo donné dans IK.

— La solution générale de léquation (FE) s’écrit comme la somme d’une solution particuliere de
(E) et de la solution générale de léquation homogene (H).

— L’ensemble des solutions de (H) est une droite vectorielle qui est engendrée par I’application

t — exp(A(t)), ot t — A(t) est une primitive quelconque de t — a(t).
t

— L’unique solution de (H) qui vaut xy en ty est z(t) = x eXp/ a(t) dt.
to
— Quand "équation homogene est écrite sous la forme a(t) 2’ + b(t) z = 0, et a condition de se

placer sur un intervalle sur lequel ¢ — «a(t) ne s’annule pas, alors la solution générale de (H)

est x — Aexp A(t), ou A est une primitive de —— et ot A est un élément quelconque de IK.
a

I1.3 Meéthode de variation de la constante

— Soit t — h(t) une solution non nulle de I'équation (H).
Rappelons qu’une telle solution ne s’annule en aucun point de I (probléme de Cauchy).
— On cherche des solutions de (F) sous la forme ¢ +— x(t) = A(t)h(t), ou A est dérivable.
Dire qu'une telle fonction = est solution de (F) sur [ équivaut a : Vt € I, N'(t)h(t) = b(t).
b(t)
h(t)
On trouve des solutions de (F) sur [ en écrivant : z(t) = (u(t) + a)h(t) = p(t)h(t) + ah(t).
— Dans cette écriture, ph est une solution particuliere de (F), correspondant au cas a = 0, et
ah est la solution générale de (H). On obtient donc ainsi toutes les solutions de (E) sur /.

— Sit— p(t) est une primitive de I'application ¢ — , on en déduit A(t) = p(t) + a.
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Partie IIT : Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

III Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

I11.1 Définitions

— Soit I un intervalle de IR.
Soient a, b, ¢ trois applications continues sur I a valeurs dans IK = IR ou .
On note x : t — x(t) la fonction inconnue, a valeurs dans IK.
— On considere ici les équations :
(E): 2"(t) +a(t) ' (t) + b(t)x(t) = c(t), et (H): a"(t)+a(t)2'(t) + b(t) z(t) = 0.
(E) est appelée une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre 2.
On dit que (H) est I’équation linéaire homogene associée a (E).
— Les solutions de (E) et (H) sont nécessairement de classe C? sur I.

I11.2 Reéduction a un systeme linéaire d’ordre 1

— Soit ¢t + x(t) une application définie sur I, de classe C', & valeurs dans IK.

On lui associe I'application ¢ — X (t) = <§I((1;)) >

— Alors 'équation (F) équivaut au systeme :

@ ()= (o) )+ ()

qui est du type X'(t) = AX(t) + B(t).
De méme 'équation (H) équivaut au systéeme homogene (Sg) : X'(t) = AX(¢).

I11.3 Probleme de Cauchy

Proposition

Soit (o, xg, m) un triplet quelconque de I x IK.

L’équation (E) possede une solution et une seule qui vérifie z(ty) = xo et 2'(ty) = m.
L’intervalle de définition de cette solution est I tout entier.

Interprétation

Si IK = IR, il existe donc une unique “courbe intégrale” qui passe par le point (xg,yo) avec
une tangente de coefficient directeur m, et cette courbe intégrale est “définie” sur tout I.

I11.4 Structure de ’ensemble des solutions. Wronskien

Proposition

Pour tout ty de I, Papplication h +— (h(ty), k(o)) est un isomorphisme de S(H) sur IK?
L’ensemble des solutions de (H) est donc un plan vectoriel, inclus dans C?(1, IK)).
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EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Partie IIT : Equations différentielles linéaires scalaires d’ordre 2

Définition
Soient h et k deux solutions de (H).

Le wronskien de h et k est 'application W définie sur I par : Vt € I,W(t) =

Proposition

Deux solutions h, k de (H) forment une base de S(H)) si et seulement si leur wronskien
W (t) est non nul en un point : il est alors non nul en tout point.

Remarques
— Comme d’habitude, la solution générale de I’équation (E) s’obtient en ajoutant la solution
générale de (H) a une solution particuliere de (E).

— Si h,k est une base de solutions de (H), et si yy est une solution particuliere de (E), la
solution générale de (E) s’écrit donc : y(t) = yo(t) + Ah(t) + pk(t).

I11.5 Meéthode de variation des constantes

Proposition

Soit h, k une base de solutions de I’équation homogene (H).
Soit f une application de classe C? sur I, & valeurs dans IK.

Alors il existe un unique couple (A, p) d’applications de classe C' tel que :

OB h(t) k(t)
wen (100 (03 oy (K1Y
Le couple (A, p) vérifie : Vt € I, N (t)h(t) + 1/ (t)k(t) = 0.

— La méthode de variation des constantes consiste a chercher la solution générale x(t) de (F),
a partir d'un systeme fondamental h, k de solutions de (H), en cherchant z(t) sous la forme
suivante : Vt € I, x(t) = A(t)h(t) + u(t)k(t),
et avec la condition supplémentaire : V¢t € I, N'(t)h(t) + w/'(t)k(t) = 0.

— Quand on exprime qu’une telle fonction = est solution de (F), on est conduit au systeme :

{ N (E) + 1 (D (1) = ()
Vtel,
N()h(t) + (/' (t)k(t) =0

— Pour tout t de I, ce systéme possede une solution unique (X' (t), p'(t)).

Il ne reste plus qu’a primitiver X' (¢) et p'(t), pour obtenir la solution générale de (F).

II1.6 Cas ou on connait une solution de (H)

— Il n’y a pas de méthode générale permettant de trouver une base de solutions de (H) (sauf
cas particulier). Mais supposons connue une solution h de (H), ne s’annulant pas sur un
sous-intervalle J de I.

On peut alors chercher les solutions t — x(t) de (E) sur J, en effectuant le changement de
fonction inconnue définie par : x(t) = h(t)y(t).
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— Avec ces notations, la fonction z est solution de (E) sur l'intervalle J si et seulement si, pour
tout ¢ de J :
a0 c(t)

y'() + (2 o alt)) y' () = 0l

Le changement z = y/(t) ramene alors a une équation différentielle linéaire d’ordre 1.

I11.7 Utilisation de séries entieres

— Dans certains cas, on cherche une solution de (E) (ou de (H)) qui soit développable en série
entiere au voisinage de l'origine.

— Pour que cela soit possible, il faut que les coefficients a(t), b(t), c(t) de ’équation soient eux-
mémes développables en série entiere.
Un cas fréquent est celui ou a(t), b(t), c(t) sont des polynomes.

— On injecte alors dans (E) le développement de z(t), dont on suppose a priori que le rayon
de convergence R est strictement positif, les coefficients a,, étant indéterminés.
On regroupe les termes par degrés, et on identifie.
Cette identification permet de le plus souvent de trouver des relations de récurrence entre
les coefficients a,, et de les calculer (éventuellement en fonction d’un ou de deux d’entre eux,
par exemple ag ou aj, qui resteraient alors indéterminés).
On vérifie enfin que le rayon de convergence est strictement positif.

— Si possible, on exprime cette série entiere a 1’aide de fonctions élémentaires.

II1.8 Cas des équations a coefficients constants

Soient a et b deux éléments de IK.
Soit t — ¢(t) une application continue, de I dans IK.
. 9 / _
On considere ici les équations différentielles (E): x” + a:c/+ br = ct)
(H): 2" +ar’ +bxr =0

Le systeme linéaire associé a (F) s’écrit

o () =5 2 (5)

Le polynome caractéristique de la matrice de ce systéme est : x = det(A — A\Iy) = A% + aX +b.
L’équation (C) : al? + b\ + ¢ = 0 est appelée équation caractéristique de (E) et de (H).

Résolution de (H)
— Résolution de (H) si IK = C
Notons A = a? — 4b le discriminant de (C).
o Si A#0:(C) adeux solutions distinctes A; et Aq.

Une base de solutions de (H) est t — exp(A\it), t — exp(Aat).
o Si A #0: (C) aune solution double A.

Une base de solutions de (H) est : ¢ — exp(At) et t — texp(At).
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— Résolution de (H) si IK = 1R
¢ 51 A =0 voir ci-dessus.
o Si A > 0 voir le cas A # 0 ci-dessus.
o Si A <0:(C) a deux solutions non réelles \; = a + i3 et Ay = \; (avec o, 8 € IR).

Une base de solutions de (H) est : t — exp(at) cos(ft), et t — exp(at)sin(ft).
— Cas d’un second membre du type exp(at)P(t)
Soient o un élément de 1K, et P est un polynome a coefficients dans IK.
On considere I'équation (E) : z” + ax’ + bx = exp(at)P(t),
o Si a n’est pas racine de I’équation caractéristique (C) :

(E) a une unique solution exp(at)Q(t), ou @ est un polyndéme de méme degré que P.
o Si «a est racine simple de I’équation caractéristique (C) :

(E') a une unique solution exp(at)t@Q(t), ou @ est un polynome de méme degré que P.
o Si a est racine double de I’équation caractéristique (C) :

E) a une unique solution exp(at)t?Q(t) ot @ est un polynéome de méme degré que P.
y
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