INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE

Partie IV : Intégrales dépendant d’un parametre

IV Intégrales dépendant d’un parametre

Proposition (Continuité sous le signe intégral)

Soit J un intervalle de IR et a, b deux éléments de IR, avec a < b.

Soit f: (x,t) — f(x,t) une application continue de J X [a, b] dans IK.

On suppose qu’il existe ¢ : [a,b] — IRT continue intégrable sur [a, b], telle que :
Vo € J, Vt € [a,b], |f(x,t)] < ¢(t) (hypothése de domination).

)
b
On peut alors définir une application g de J dans IK par g(x) = / f(x,t)dt.

Cette application est continue sur J.

Remarque

Le résultat précédent est encore valable méme si 'hypothese de domination est seulement
vérifiée sur tout segment de J.

Proposition (Dérivation sous le signe intégral)

Soit J un intervalle de IR et a,b deux éléments de IR, avec a < b.

Soit f: (x,t) — f(x,t) une application continue de J X [a, b] dans IK.

0
On suppose que f admet une dérivée partielle or continue sur J X [a, b].

ox
On suppose qu'il existe ¢ : [a,b] — IR" et ¢ : [a,b] — IR", continues intégrables telles que :
0
o € J, € [l 1£(0] < pl0) et |9 o) < vt

b
On peut alors définir une application g de J dans IK par g(x) = / f(x,t)dt.

b
0
L’application g est de classe C! sur J et : Vz € J, ¢'(x) = / a—f(:v,t) dt (Leibniz).
. Ox

Remarque

Ce résultat reste valable méme si les hypotheses de domination ne sont vérifiées que sur tous
les sous-segments de J.

La propriété précédente peut se généraliser au cas d'une application f de classe C* (I’hy-
pothese de domination doit porter alors sur les dérivées partielles successives de f par rapport
ax.)

Exemple : la fonction “Gamma”

+oo
La fonction “Gamma” d’Euler est définie sur IR** par I'(z) = / t" et dt.
0

Cette application est de classe est C*° sur IR™™.
Pour tout réel x > 0, I'(x + 1) = 2I'(x).
Compte tenu de I'(1) = 1, on en tire : Vn € IN, I'(n + 1) = n!
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