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La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.
Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Seules sont autorisées: Une régle gradude.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et jou alphanumérique, &
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

Une éprouyette contient 10 bactéries, 4 sont des bactéries de type A, 6 de type B. On les laisse se reproduire en milliers
d’exemplaires, la proportion de bactéries de chaque type restant inchangée. On préléve alors, au hasard, 10 bactéries
que !’on met dans une autre éprouvette. On les laisse se reproduire en milliers d’exemplaires dans les mémes
conditions que précédemment, et on recommence 1’expérience.

Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences?

EYe '3 , . . N P ‘ , + .
L’énoncé théorique ci-dessous propose un modéle probabiliste pour répondre a cette question.
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Définitions. Soit une variable aléatoire X’ on note E(X) ’espérance de X si celle-ci existe.

. C Ok
On note N un entier supérieur ou égal a 2 et k, un entier de {0,..,N}. On pose p = —]& etg=1-p.

Soit;(X ,,)"20 une suite de variables aléatoires définies sur un espace de probabilité (£24, P), & valeurs dans {0,..,N},
dont les lois de probabilité sont définies de la maniére suivante:

Xo est 1a variable certaine égale a kg . :

X; suit la loi binomiale de paramétres N et p. (Par convention, on dit que la loi binomiale de parametres N et 0 est 1a
loi de la variable certaine égale 4 0 et que la loi binomiale de paramétres N et 1 est la loi de la variable certaine égale a
N).

Pour tout entier #» non nul et tout entier & de {0,..,N} tel que P(X = k) #0, la loi conditionnelle de X,,+; sachant

(X,,=k) est la loi binomiale de paramétres N et % . En d’autres termes:

pour tout entier #» non nul et tout entier k de {0,..,N} tel que P(X w = k) #0 et pour tout entier / de {0,..,N},

i N—i
P(X,,=i/X,=k)=Cy [—]]{/—) (1 _W) ( avec la convention habituelle que 0°=1) .

On a de plus I’hypothése (H): pour tout entier » non nul, pour tout #-uplet (kl,..,k,,) de {0,..‘ N }'l tel que

P(X, =k, ,..X; = k) # 0, pour tout entier i de {0,...N}, P(X,; =i/X, =ky,. X, =k )= P(X,y =i/ X, = ky).

Cette hypothése n’est utile que pour la question 6. de la partie 1. -

. X
On définit la suite de variables aléatoires (F,,)n>0 par F, = N" .

PRELIMINAIRE
Dans I’exemple ci-dessus, en appelant N le nombre de bactéries prélevées a chaque expérience, ko le nombre de
bactéries de type A dans la premiére éprouvette au début de la premiére expérience et n le numéro de I’expérience,

donner une interprétation de la variable X,, et justifier par des arguments tirés du cours, I’utilisation de la loi
binomiale. Comment interpréter I’hypothese (H)?

PARTIE 1
Dans cette partie, N =3,

1) Que dire de la suite (X,)  siko=07Siko=37?

On suppose désormais, dans la suite de cette partie, que ko = 1.

( 3\
1 —;7 % 0
P(X,=0) R
. P(x =1 - =
2) Pour tout entier n, on pose U, = (¥, =1) . Montrer que U,1 =AU, o 4= g 2 .
P(X, =2) 0o = = o
P(X, =3) T .
0 — — 1
\ 27 27

3) a) Soit le vecteur ligne ¥ = (0,1,2,3). Calculer ' 4.
b) Montrer que E(X,) = V' U, , pour tout entier #n. En déduire la valeur de E(X,,).
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1 1

4) a) Onpose Y, = 3 et v; = 1 Calculer AY, et AYs enfonctionde ¥, et Vs .

~1 1

b) Montrer que A est diagonalisable. Donner ses valeurs propres et une base de vecteurs propres.
¢) Calculer A" pour tout entier #.

5) a) Montrer que la loi de X, est donnée par:

G R CITEE CRE)
=232 ). - 12"

b) Montrer que la suite (F,,) converge en loi. Quelle est la loi limite?

nz0

6) Pour tout entier » non nul, on définit I’événement B, = ﬂ(X e S 1) .
k=1

On pose x, = P(X; = 0) , pour tout entier k supéricur ou égal 4 2, x, = P(X, =1,...X,; =1,X, =0), et pour tout
entier k non nul, y, = P(X1 =1.,X, = 1) .

a) Exprimer pour tout entier ¥ non nul, x.; et y; en fonction de y; . En déduire les valeurs de x, et y, pour tout
entier » non nul.

~

~ b) Montrer que P Zxk +y, . En déduire P(B ) et la limite de la suite (P(B,,))"zl .
k=1
¢) En déduire la probabilité qu’il existe n vérifiant F, > 0,5.

PARTIE 2

Dans cette partie, /V est un entier supérieur ou égal i 2 et k, un entier de {1,..,N-1}.

On pose pour tout entier n, u, = P(X,,=0) + P(X,, =N) et v, =1-u,.

A. Loi de X,
N i N—i

k k

1) Montrer que pour tout entier i de {0,..,N}, P el -1 ZP —] - .
k=0

2) Montrer que pour tout entier 7, E(X,+1) = E(X,,).

3) a) Montrer que pour tout entier n, E[ +1 N -~ Xpei ] =Y%EE[X,,(N —-X,,)].

b) En déduire la valeur de E [X n N - X n ] en fonction de n, N et ko .

4) Montrer que la suite (u,,)n>0 est croissante et convergente.

5) a) Soit X une variable aléatoire 4 valeurs dans IR , prenant un nombre fini de valeurs.

Bx)

b) Etudier sur [1,N-1] la fonction f définie par: Vx e[LN - 1], f(x) = x(N -x).

Montrer que pour tout réel a strictement positif, P(X >a) <

. N? 1)
c) En utilisant la valeur de E [X ,,(N - X, ,,)] , montrer que pour tout entier #n, 0< v, < pq N 1(1 - —]V) .
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Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



6) a) Quelle est la limite de la suite (v,) . ?
b) En déduire que pour tout entier k de {1,.,N-1}, lim P(X, =k)=0. '

n—>+x0

¢) En utilisant le résultat du 2), montrer que lim P(X, = N) = p. Déterminer lim P(X, =0).
. . n—+wo :

n—+w

! d) Montrer que la suite (F,, converge en loi. Quelle est 1a loi limite?

)n20

B. Temps d’arrét

On définit 1a variable aléatoire 7 par:
si pour tout entier n, (X, 0) et (X,#N) ,alors T=0
sinon, 7= n ou n est le plus petit entier & tel que (X3 = 0) ou (X =N).

1) Que vaut P(7=0)? Montrer que pour tout entier #» non nul, P(T=n) = v,.1 - V.

n n-1
2) a) Montrer que ZkP(T =k)= ka —-nv, .
£=1 k=0
3 .
( on ne cherchera pas a calculer £(7) ).

b) En déduire que 7" admet une espérance et que E( T )'s pPq N1

C. Retour aux bactéries

Dans I’exemple des bactéries, on a posé la question : « Que se passe-t-il aprés un grand nombre d’expériences ? ».
Pouvez-vous maintenant y répondre ? »
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Dans I'ensemble de I'épreuve, on conviendra de noter (W, A, p) l'espace probabilisé
sur lequel les variables aléatoires considérées sont définies.

PRELIMINAIRE

Soit (Yn),in la suite de variables aléatoires égales au nombre de bactéries de type A
présentes dans I'urne aprés la n®™m¢ expérience.

o Montrons par récurrence que, pour tout ni i, X, est une approximation de Y,.

e Comme il y a, avant la premiére experience, ko, bactéries de type A dans la premiéere
éprouvette, Y, est certaine égale a ko, et suit donc la méme loi que Xo.

e Soit ni M. Supposons que X, soit une approximation de Y,. Y, prenant ses valeurs dans
[0, N1, ((Yn=Kk)),,, forme un systéme complet d’événements tous de probabilités non
nulles, et la formule des probabilités totales nous permet alors d’écrire :

Y VI AWy 0
[0, NI, p(Yn+a =) = @ p(¥y = k) Pg Y= kg @D

k=0
Soit alors ki [0, N]. Si exactement k bactéries de type A ont été tirées lors de la n°™m¢
expérience, il y aura, les proportions étant gardées lors de la reproduction des bactéries

sme £ .k ‘o n- k -
dans la (n+ 1)¢™¢ éprouvette, une proportion —de bactéries de type A et —— de bactéries
n n

de type B avant la (n+1)°™m® expérience. Pour tout ki [0, NJ, sachant (Y, = k), Y«

représente alors le nombre de bactéries de type A prélevées lors d’un tirage de N bactéries

parmi m dont une proportion — de bactéries de type A et suit donc une loi
n

. - . 5 ] kO

hypergéomeétrique de parameétres 8m,N,—-

ng

Mais, comme m est grand (plusieurs milliers) et comme on peut supposer N petit (le
but du probléme étant I’étude d’une suite de tirages de N = 10 bactéries), on peut donc
supposer m supérieur ou égal a 10N, et I'on peut ainsi approcher Y,.; sachant (Y, = k)

- . R ® kO .
par une loi binomiale de parameétres %N, —-. Ainsi :
ng

+it [0, N, " ki [0, N], p(Youy =i/ Y, =k) » C}, ?ﬁg? %EN et donc :

» p(Xn+1 = i/Xn = k).

Page 1 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



HEC-ESCP-EAP-EML 1997 Maths 11
Préliminaires et partie |

A l'aide de I'hypothése de récurrence, on peut alors écrire, d’aprés la relation (1) :

N
il [0, N], p(Yns1 =) » S pXn = K) p(Xpt =i/X, =k) et donc, a l'aide de la
k=0

formule des probabilités
totales :

» Pp(Xnp+1 = 0).
Ainsi, comme Y,.; prend les mémes valeurs que X,.1, on peut alors écrire que Y.,

peut étre approchée par Xp+1.

e On peut désormais conclure :

Pour tout ni &, X, est une approximation de la variable aléatoire égale au

~

nombre de bactéries de type A dans I'éprouvette a lissue de la n®me
expérience.

o L’hypothése (H) nous montre que nous avons affaire a un processus markovien a
“mémoire limitée”, c’est-a-dire que seul le nombre de bactéries de type A tirées lors de la
néme expérience a un effet sur la (n+1)®™¢, 'effet des n - 1 premiéres expériences étant en
quelque sorte “contenu” dans la loi de Y,, et donc de X,.

PARTIE 1

1) o SiN =3 et kg =0, il Ny a que des bactéries de type B dans I'’éprouvette initiale.
Chaque tirage sera donc effectué dans une éprouvette ne contenant que des bactéries de
type B, et I'on ne pourra donc tirer que des bactéries de type B. On peut donc conclure :

Si ko = 0, alors, pour tout nif, X, est la
variable certaine égale a 0

1 SiN=3etky =3, il n'y a que des bactéries de type A dans I'’éprouvette initiale. Chaque
tirage sera donc effectué dans une éprouvette ne contenant que des bactéries de type A,
et I'’on ne pourra donc tirer que des bactéries de type A. On peut donc conclure :

Si ko = 3, alors, pour tout nif, X, est la
variable certaine égale a 3
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2) Si N = 3, on sait que, pour tout ni H*, X, ne peut prendre que les valeurs O, 1, 2 et 3.
(Xn=Kk)),,,, forme donc un systeme complet d’événements tous de probabilités non
nulles, et la formule des probabilités totales nous permet alors d’écrire :

3
“niW*, K [0, 3], pXKnsr = kK) =8 pXn =i)p(Xn = kX, =) soit, la loi

i=0

conditionnelle de X,+; sachant (X, = 1)
étant donnée dans les définitions :

3

0

=a
i=0

k & Okag i_93—k
s &3, il 35

pP(Xn =1) d’ou, pour tout ni M :
1
= P(Xn1 = 0) = 1p(Xy = 0) + = P(Xn = 1) + 35 P(¥n = 2) + OP(Xn = 3),
= P(Xne1 = 1) = 0P(Xn = 0) + £ p(X = 1) + 2 p(Xo = 2) + Op(Xy = 3),
2 4
* PXKner =2) = 0p(Xn = 0) + 5 P(Xn = 1) + 5 p(Xn = 2) + Op(Xn = 3),

e p(Xns1 = 3) = 0p(X, =0) + % p(Xn = 1) + % p(Xn, = 2) + 1p(X, = 3).

Ce qui peut s’écrire matriciellement :

& 0
G 27 27 . .
By =00 ¢4 2 WG =0
¢ = N o o - ¢ = -
"niM, Gp(xr”l l)?:g 9 9 Gp(x" 1)? et on peut donc conclure, le cas
gp(xn+1 = 2): (;0 g ﬂ' 0+ (;p(xn = 2):
&p(Xnr = 3)8 ¢ 9 9 % &p(X, = 3)p
o = 8 g
e 27 27 9
n = O rejoignant le cas général :
3) a)ona:
& 0
i 2 L
¢ 27 27
go 42 o
VA = (0 12 3) c o 9 donc, apres calculs :
2 4 -
¢ = — O
g 9 9 =
e 27 27 9@
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VA = (0 1 2 3) et donc, en reconnaissant V dans le membre de droite :
VA=V
b) -Ona:

“ni M, E(Xn) = 0p(Xn = 0) + 1p(Xn = 1) + 2p(Xn = 2) + 3p(Xn = 3)

ce qui peut également s’écrire :

P(X, =0)
C o
_ (o 1 2 3) gg((” :gj_
(X, = 3)

On peut alors conclure :

“ni b, E(Xn) = VU,

o Il en découle alors :

"ni M, EXn+1) = VUpas soit, d’apres les résultats du 2 :
= VAU, soit, comme VA =V (cf. question 3.a) :
= VU, et donc, en reconnaissant E(X,) :
= E(X,).

On en déduit alors que la suite (E(Xn)),;n €St Une suite constante, et donc que :

"ni M, E(X) = E(Xo) soit, X, étant la variable certaine égale a ko = 1 :

i M, E(Xn) = 1
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4) a)osOna:

& 0]
18 L
g 27 27 ;aej_t')
0 2 2 ol
AY, = ¢ 9 9 ¢  dou, apres calculs :
0 2 % o831
g 9 9 *é1g
o108 I
e 27 27 @
210
2 .37 . .
= =¢ 7= soit, en reconnaissant Y, :
9 ¢3+
&1z
2
AY5 - 9 Y-
v De méme, on a :
oS} 0
58 L
¢ 2721 Lo
0 2 2 olg
AYz = ¢ g 2 + ¢ = dou, apres calculs :
90 < = O+ Q‘ 1_
g 9 9 Telg
cO i E 1+
e 27 27 @
2 6
2 .17 . .
==¢ = soit, en reconnaissant Yz :
3 ¢-1-
€10
AYs_ % Vs

b) o Soit ITE. | est valeur propre de A si, et seulement si, I'’équation (A - 1 DX = 0 admet
des solutions X non nulles. Or, on a :
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<) 0
0 8 1 0.
¢ 27 27
%o .2 2 0.
A-l=¢ 9 9 T
¢ 2 5 =
cO = -Z 0
g 9 9 N
o L 8 o
e 27 27 O

1 est donc valeur propre de A et comme rg (A - 1) = 2, son sous-espace propre associé E;

est de dimension : 4 - 2 = 2. Comme, d’apreés le résultat de la question 4a, é et % sont

valeurs propres de A de sous-espace propre associés E, et E; de dimension supérieure ou
égale a 1, il en découle, comme dim #,4 ;&) = 4 et comme la somme des dimensions des
sous-espaces propres de A ne peut dépasser 4, que E; est de dimension 2 et que E, et E3
sont de dimension 1. On peut alors conclure, la somme des dimensions des sous-espaces
propres de A étant égale a 4, que :

| A est diagonalisable |

o Posons alors :
a0 a0
Co™ Co~
cO~ %0

oz &1

Comme AYoy = Yo et AY; = Y, on peut alors conclure :

| El = Vect (Yo, Y]_), E2 = Vect (Yz) et E3 = Vect (Y3) |

c) o Posons alors :

&a 0 0 00
da 0 1 160 % 1 o0 o~
G .3 .17 ¢ N
P=QOO 3 1?etD=‘?00Z 0> on aalors :
¢0 O -1F g 9
01 -1 10 2.
gO 00 30
A =PDP!
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Montrons alors par récurrence que : "ni W, A" = PD"P1,

eAurangn =0.0na: A° =1 =PP! =PDOP?! (car D° = I). La propriété est donc vérifiée
au rang n = 0.

e Soit nT M. Supposons que : A" = PD"P-1. On a alors : A" = PDP1PD"P?!, et donc,
comme : PP =1: A" = pD"1p-1 Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n+1.

e Ainsi, ona : "ni &, A" = PD"P1.

o Déterminons alors P-1 :

@ 0 1 16 @& 0 0 09
G -3 .17 N
p=ippog © 0 -3-L_0100., d'ol (Ls « Lg) :
© 0 3 -1 ¢ 0 1 0°
©1-1 15 & 00 1
@ 0 1 16 @& 0 0 09
¢ 3 - G N
0 90 1 -1 1%: (;O 00 1+P soit encore (Ls - Lz + Lyg) :
€0 3 -1 ¢ 0 1 0°
©0-3-15 & 10 Oz
@ma 0 1 16 @& 0 0 09
¢ i - ¢ H
0 go 1 -1 1?: (}O 00 1+P soit (L4 - -1L4):
€0 0 3 -1* G 0 1 O° 2
© 00 -25 & 11 00
@a 0 1 16 ? 0 0 02
%1117 _¢@ 2 0L 1
U C = go 0 1 O—P donc (L3" _(L4+L3)1 I—2_‘ L2_L4
© 0 3 -1r ¢ : 3
00 15 -2 -2 o2
2 2 @
etL; - L]_-L4):
P2 ) 0
a1 11 05
3 2 2 .
@ 0 1 00 & 41 41 =
. % 1 -1 oZ go > 2 =
0 ¢ = =P donc (L -~ Lo +Lgetly - Ly -L3):
G0 0 1 O 1 1 -
- € -- = O
©0 0 0 1z ¢ 6.6 =
co 11 o0+
e > 2 @
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& 0 & 0
RN 5z 1
@000 S 3 5 * ¢ 25 -
%100 P 3 5 U R
0 ¢ +:g 3 3 - P d'OUP_l:g 3 3 -
«© 0 1 07 (}o_léo— (;o_llo+
€ 0 0 1o ¢ 6 6 ¢ 6 6 -
& .1 .17 & .1 17
& > 2 g & > 2 g
a 0 0] 00
o 1 0 0
¢ ..N .
) c a0 +
Comme, pour tout ni , D" =¢0 O Soi 0 <, onaalors :
c Og +
G N
0 +
9o o 207
& &30 7
& 0
ol 2 1 0.
g 3 3 :
G 1 2 1%
g 3 3 N
"“ni M, D"P1 = go 1@()” 1@()" 0 -
¢ TS CaT ~Ca=T -
¢ 6895 685 H
¢ ..n N . N+
G 1m0 1md we
& 2835 2835 &334
On peut alors conclure, en posant :
i ,.N ,.N
i, _2 1a@0 1290
3 2835 689
! 1%p6" a0
1" 738855 " Sop 2
o] &30 2 5
" nl Ns |, . ]
I 1% @6
1Cn = 2%+ ~gos T
: 2¢83p &9 -
T ,.N ,.N
L1 1@ 1820
fd,==- 200 += =
f" 3 28 66&%
& a, d, 00
n % b, c, O .
A"=¢ ", pour tout entier naturel n
€ c, b, O
80 d, a, 1o
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5) a) On a vu, dans la question 2, que, pour tout ni &, U,.; = AU,. Il en découle, par
récurrence :
30

G1™
"ni kK, U, = A"Uq et, comme Uy = 80: on peut conclure, grace au calcul de A" :

&0p

® 1@0" 10"

¢c3 2&%5 6 892;

1‘3%&20 &0
2 %@3@ 3921 =

1 120" 180

B, =0P & L ;@0 g‘zo :
o — AT 2 ¢83¢g 9g +
nipy, PO =1 f)’

& (X, = 3

.|. FY Y Y P PR PR PRY PR B PR O

3 2835 6855

le)
o
N
X
]
1
N
Nr
|
BOO O v v v O o0 v v v O

b) On a alors, par définition de la suite (Fn),,y -

- ® _i0_ o _ o :
B, " i1 [[O, 3], pg n =35 pg?— P donc :
=pXp =) soit, d’apres les résultats précédents :

Ce qui nous permet de conclure :

La suite (F,),y converge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi de

Bernoulli de parametre %
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6) a)oOna:

KN, Xien = P 6= 156 e =0
B 6 o o ._
- o =8 O

= pget =000 4= 12y

= p#¥e =0/, = nByi

_8

o De méme, on a :
- - N N
KI ™, Yke1 = p@l Xi=1);¢ K = 1)
- .—93€Xk+=1)k 9
B pgl:ll %= 1)‘5 pg 1 /il:ll %= 1)5
— &1 =11 % _ 10
p¢ / N (%=1
= p#¥es = Ul = B v
4

:§Yk-

On peut désormais conclure :

donc :

d’ou, en reconnaissant yy :

soit encore, d’apres I’hypothése (H) :

d’ou, la loi conditionnelle de Xy.; sachant
(Xk = 1) étant donnée dans les définitions :

donc :

d’ou, en reconnaissant yy :

soit encore, d’'apreés I’hypothése (H) :

d’ou, la loi conditionnelle de X,.1 sachant
(Xk = 1) étant donnée dans les définitions :

"KM, Ve = %yk et Xyg+1 = 2% Yk

o (Yn)nim~ €St donc une suite géometrique de raison -

4

|

(cf. question 5a, loi de X,) et on peut écrire : " ni W™, y,

4 et de premier terme y; = p(X; = 1)

— &@On
&g

9

o Il en découle alors, d’apres le résultat de la question précédente :

" 2 H&0on
n 3 2 y Xn = - g__ -
3 &g
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De plus, le cas n = 1 rejoint le cas général. On peut désormais conclure :

"Nl MY,y = 8 on ot xn—§?°”

b) o Pour tout ki K™, si X, prend la valeur O, alors, pour tout entier i supérieur ou égal a kK,
Xi prendra la valeur O avec une probabilité égale a 1 (en effet, s’il n’y a que des bactéries
de type B dans I'éprouvette, on peut difficilement tirer des bactéries de type A). On a
alors :

N & 0. gn &l a0 . s .
"nl kW*, B, = &ﬂ X=1ZE Zu gl‘l Xi=1)cX=0=E (X; =0) soit, ces événements étant
=1 2 &, 6= %

deux a deux incompatibles :

- _ @0 2 a0 — o\ _
NEMT, p(Bn) = pgN (e=1); + d P& (X =1)5¢ =07 + p(X1 = 0)
soit, en reconnaissant y, et Xy :

n

o
=Yn+ a Xg-

k=1

On peut désormais conclure :

n
"ni WY, p(Bn) = Ya + A Xk
k=1

5 On a alors, en remplacant, pour tout ni ™, y, et, pour tout ki [1, n]], Xk par leur valeur :

- 5 Qo o]3 . . .
"nl W*, p(Bp) = ?gn + a %?%Q soit, en reconnaissant la somme des n premiers
k=1
termes d’une suite géométrique de raison % 11
g}i@
9 .
= ?On 8 =2 soit encore :
27 1. 4
9
=3, lgo
15 &g
On peut alors conclure :
woAT Rl* _ 8 7 aon
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o Par passage a la limite, on peut également conclure, comme

il<1:
9

- )
lim p(Bn) = 15

c) Soit E I'événement “il existe un rang ni i tel que F, > 0,5”. On a :

+¥ oo 10 .
E=U g:” > > soit encore :
- 2

+¥ oo 30 )
= U g:n > 5+ soit, comme, pour tout n_N*, Xn prend ses valeurs dans N :
- 2

+¥
=X, 2 2) soit, encore :
n=0

+¥
=Ux.£1 d'ou :

n=0

+¥
=N, £1) et donc :
n=0

¥ 0 . ¥ 0 .
p(E) =1 - pgﬂl'l X £ 1= soit, comme p%ﬂ X £ 1= = lim p(By) :
=0 2 =0 g ne+

=1
15°
La probabilité gu’il existe un rang nif tel
que (F, > 0,5) est %
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A. Loi de X,

1) X, prenant ses valeurs dans [0, N], la famille ((X,=k)),,,., forme un systeme complet

d’événements tous de probabilités non nulles et I’'on peut donc écrire, d’aprées la formule
des probabilités totales :

N
“il [0, N], p(Xns1 =)= & pXn = K)p(X,a ==i/X, = k) soit, la loi conditionnelle
k=

de X,+1 sachant (X,, = k) étant donnée dans les définitions :

N ..
_ A o omom ko
=8 Gl a N, PX=W
On peut ainsi conclure :
N i i -i
i [0, NJ, p(Xnss =) = & Cl, §k° g? DXy = K)
k=0
2) On a alors :
o N EEN i ad(o kd\“ 9 . .
"ni kW, EXn+1) = A I&SC N gﬁ p(X, = k) soit, en inversant les sommes :
i=0 0
N ,o . .
=3 p(Xn=k)€eéiCNg O ko donc, comme iC,, = NC.’, , le
=0 =0 No 5
terme pour i = 0 étant nul :
N |O
=a Np(X,= k)geéc',f1 gd(ogl‘ kg soit, en effectuant le changement
=0 =1 N Nﬂ g
d’'indicei’ =i-1:
5 & akgiam ko k
=a NpX,=k) SCng ? - et donc, en mettant — en facteur
=0 &0 No Ne 5 N
dans la seconde somme et en
utilisant la formule du binébme :
N
= a& kp(X,=k) dou, en reconnaissant E(X,) :
i=0
= E(X).

On peut désormais conclure :

"Nl N, E(Xne1) = E(X) |
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3) a) D’apreés le théoreme de transfert, on peut écrire :

N
"k, EGer (N - Xne1)) = & (N - DpKnsr =) donc, d’aprés le résultat de la

i=0
question 1 :
N
=34 i(N- ? K9N'9|O(Xn k) soit, en inversant
i=0

les sommes :
_ & i o Bk kowd .
= 20 p(Xn =k) =SO|(N-|)CN Ne S N = soit, les termes pour
i =0 eti=N étant nuls et comme
i(N-i)C, =N(N-1)CyL,

L\‘ i d\llO
= & NIN-DPOG =K ESCL R8I
k=0 o 5
donc, en effectuant le changement d’indice i’ =i -1 :
N 2 |O
= & NIN-Dp(xa =k 50, I & K& ot en mettant
k=0 =0 N Ng g
k('\,\llz' k) en facteur et en utilisant la formule du binbme :
N
= % S k(N - K)p(X,=Kk) d’ou, en reconnaissant

FS
1l

0
E(Xn(N - X,)) a l'aide du théoreme de transfert :

= NT E(Xn(N - Xn)).

On peut alors conclure :

"Nl e, E(Xn+1 (N Xn+1)) = E(X (N Xn))

b) La suite (E(Xn(N— Xn))) iy €st donc une suite géométrique de raison N-1 et de

N
premier terme ko (N - ko). On peut donc conclure :

i, EQG (N - X)) = Ko (N - ko) E2
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4) Soit ni .

o Si I'événement (X, = 0) (resp. X, = N) est réalisé, I’éprouvette ne contiendra que des

bactéries de type B (resp. de type A) avant la (n + 1)°™¢ expérience et I'événement
(Xn+1 = 0) (resp. (Xh+1 = N) sera donc également réalisé. On peut donc en déduire que
(Xp,=0)1 (Xp+1=0) et que (X,=N)1 (X, +1 =N), ce qui nous permet d’écrire :

p(xn+1 :O)' p(Xn:O) ® 0et:
Pp(Xn+1 =N)-p(X,=N) 3 0O soit encore, en sommant ces deux inégalités :

(p(Xn+1 =N) + p(Xn+1=0)) - (p(Xn=N) + p(X,=0)) 2 0 et donc, en reconnaissant U,.; et
Upn :

Un+1 - Un 3 O-

La suite (un),;pn €St donc croissante.

o De plus, on a :

u, = p(X,=0) + p(X,=N) donc, ces deux probabilités étant comprises entre O et 1 :
u, £ 2.

La suite (un),;p €St donc majoree.

La suite (un),;pn €tant croissante et majoree, on peut finalement conclure :

La suite (un),;p €St croissante et elle converge

5)a) Ona:
"al®:;, E(X) = & xp(X=x) d’ou, x et p(X = x) étant positifs (xi E*) :
xT X(W)
3 4 xp(X=x) d’ou, x et p(X = x) étant positifs (XIR™) :
xT X(W)
3 a a pX=x) soit, en reconnaissant p(X 3 a) :
xT X(W)
3 ap(X:3 a).

On peut alors conclure :

"alRi, p(X3 a) £t %&
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b) f est dérivable sur [1, N - 1] comme fonction polynédme définie sur un segment et on
a:
“xi[1,N-1], f(x) =N - 2x.

On peut alors dresser le tableau de variations de f :

N
X ? N-1
'(x) + 0 -
2807
f \
N-1 N-1

c)Ona:
"ni M, vy =1-u, soit, comme, pour tout ni M, u, = p([X, = 0] E [X, = N]) :
= p([X» =0] ¢ [X» =ND).

De plus, comme X, prend ses valeurs dans [0, NJ, [X, =0] ¢ [X», =N] est réalisé si et

seulement si X, prend une valeur dans [1, N - 1]}, et donc, d’aprés la question précédente,

si et seulement si X,(N - X,)) prend une valeur supérieure ou égale a N - 1. Ainsi :

[Xn =01 ¢ [Xn =N] = [Xa(N - X,) 3 N - 1]. On peut maintenant écrire :

"Nl M, Vo = p(Xn(N - Xp) 3 N - 1).

Il en découle, en considérant les résultats du 5a appliqués, pour tout ni k, a la variable
aléatoire X,(N - X,) aveca=N-1 (N3 2):

"nik, 0L v, £ w et donc, d’apres les résultats du 3b :
- ko(N ko) al - 16n : _ ko _ N-ko .
nik, O£ v, £ gNg smt,commep—Netq— N

N2 ah-1¢n
"Nl R, OEV”qung i

On peut finalement conclure :

“nim, 0E£V, £qu 1§ &12
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1<1,ona:
n

6) a) p et q étant indépendants de n et comme )1

2

n® +¥

La suite (vn),;pn €St donc encadrée par deux suites tendant vers O quand n tend vers +e,

donc d’apres le théoreme de I'’encadrement :

imv,=0
n® +¥

b) Comme pour tout il [1, N - 17, [X, =i]1 [X, =0] ¢ [X, =N], on a :

"L, N-1],0 £ p(Xp =1) £ v; et donc, par encadrement :

"l [1, N-1], r!gramA‘p(Xn =i)=0

c) o Ona
N
"ni MW, E(X,) = a kp(X, =k) donc, par passage a la limite, les suites en
k=0
présence étant convergentes :
A\
lim E(X,) = lim g k p(X, =k) soit, comme, pour touti_ [0, N],p(Xn=1i)3 0O:
n® +¥ n®+¥ _q
3
= a k Iim p(X,=k) soit, en éliminant le terme en 0 (nul) et les termes
k=0 N®+¥

dei=1ai=N-1dont, dapres la question
précédente, la limite est nulle :

= lim Np(X, = N).
n® +¥

Or on a montré dans la question 2 que, pour tout ni M, E(Xh+1) = E(X,). On en déduit
que la suite (E(X,)),;n €St constante, et donc que :

"ni M, E(Xn) = E(Xo) et donc, comme X, est la variable certaine égale a kg :
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On a alors :
lim Np(X,, = N) = ko soit, en divisant par N > 0 qui ne dépend pas de n :
n® +¥

ko

lim p(X, =N) = = et, comme p = ﬁ, on peut conclure :
n® +¥ N N

lim p(X, =N) =p
n® +¥

o De plus, comme lim v, = 0, et comme, pour tout ni &, u, =1-v,, ona: limu,=1. On
n® +¥ n® +¥

en déduit alors : Iim (p(X, =N)+p(X, =0))= 1. Il en découle alors d’apres les résultats de
n® +¥

la question prédédente :

Iim p(X, =0) =1-p soit,commeqg=1-p:
n® +¥

lim p(X, =0) =q
n® +¥

d) Par définition de la suite (Fn) y, ONn a :

i, K = ko _ &% _ ko i -

ni k, " Ki [O, Nlp?ﬂ‘,w‘% =N soit encore :
= p(Xn = K) donc, d’apres les résultats précédents :
e"Ki[1,N-1], lim pgﬁnz

n® +¥

e limp(F,=1) =pet:

n® +¥

e |lim p(F,=0) =q.
n® +¥

On peut alors conclure :

La suite (Fn);py CONverge en loi vers une variable aléatoire suivant la loi de Bernoulli
de parameétre p

B- Temps d’arrét.

1) sOna:
¥ 6
p(T=0) = p%l‘l Xnt 0)C (X N)E donc :
=0
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p(T=0)=1- p&gﬂ X, =0)E (X, = N)g soit les événements étant incompatibles :

¥ 0 ¥ o) . i . .
=1- pgﬂl:JO (Xn:O); - pgﬂl:JO Xn= N)B d’ou les unions étant croissantes car

[Xn =0]1 [Xn+r = 0] et [Xn = N]1 [Xn+1 = N]
pour tout entier n :

=1- Ilim p(X,=0)- lim p(X, =N) soit encore :
n® +¥ n® +¥

=1-p-q soit finalement :

= 0.

On peut désormais conclure :

| p(T=0)=0]|

o De plus, T étant la variable aléatoire égale au numéro de la premiére expérience ou I'on
a tiré qu’un seul type de bactéries, I'événement [T = n] est réalisé si et seulement si I'un
des deux événement [X, = 0] ou [X, = N] est réalisé mais que [X,.1 = 0] et [X,,.1 = N]
n’ont pas été réalisés. On a donc :

"0l N7, (T = n) = (% = 0)E (K =N\ (X = O (Xey =N)))

Ona: [X,=0]1 [Xn+1=0] et [X,=N]I [Xn+1=N], et donc :
([Xn—l =0]E [Xn1 = N]) I ([Xn =0]E[Xn= N])

On peut donc écrire :
“ni W, p(T =n) = (PXn = 0) + p(Xn = N)) - (pXn-1 = 0) + p(Xn-1 = N))
soit, en reconnaissant u, et Up.1 :

= Up - Upn-1 et donc, comme v, =1 - u, :

= Vn_l - Vn.

On peut alors conclure :

“ni W, p(MT=n) =Vv,1 -V,

2) a) On peut alors écrire :

n n n
"Nk, Akp(T=k) = & kv, - & kv, soit, en effectuant le changement
k=1 k=1 k=1
d’indice k’ = k - 1 dans la premiére somme :
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g e g
"Nk, akp(T=k) = a (k+1v, - a kv, i.e. :

k=1 k=0 k=1

nal nal g

= akve+ a ve- a kv, etdonc, les termes s’annulant deux a
k=0 k=0 k=1
deuxdek=1an-1etcommevyg =0:
n-1
= 4 V- NV,.

~
1]

0

On peut finalement conclure :

n n-1
"M, Akp(T=k)= & v,-
k=1 k=0

nv,

. _— ai 16 n £ -
0 - —_
b) Comme la série de terme général g N converge (série géométrique avec

< 1), d’apres le résultat de la question 2.5c et les théoremes de comparaisons des
-1

séries a termes positifs, la série de terme général v, converge, et donc la suite gK Vi
=0 ni M*

converge. De plus, d’aprés la question 2.5c, on a
" i N? g Lon
nik, O£ nvy £ qu_1 n? No -

. , 1
(croissances comparées avec PN‘ < 1), le théoreme de

Comme Iim ng-L
Ng
résultat de la question

n® +¥
lim nv, = 0.D’apres le

I’encadrement nous permet d’écrire :
n® +¥
converge, et donc :

précédente, on peut alors écrire que la suite gs kp(T = k)B
=1 ni N>

| T admet une espérance |

o De plus, par passage a la limite dans le résultat précédent, on a : E(T)
D’apreés les résultats du I1.5c,ona :"Ki, 0 £ v £ pgq— N I ? —5 On en déduit alors, en

sommant cette inégalit¢t dek=0ak=n-1 (nl K¥)
et donc, par passage a la limite, les suites

"nikK*, 0£ av £ pq— a?
2 Vi N 1k © &
en présence étant convergentes
(série géométrique) :
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1
106
-5

2
E(T) £ pq % soit, apres simplifications :

NS
E(M £p QW

C- Retour aux bactéries.

L’exemple des bactéries n’étant en fait qu’un cas particulier du schéma étudié dans la
2
5
comprendre ce qui s’est passé au cours des deux derniéres parties (cas général).

Ainsi la variable T, étudiée dans le 11.B, prendra la valeur O si, a chaque tirage, on a tiré
des deux types de bactéries, et la valeur n (ni M*) si, a la n°™¢ expérience, on n’a tiré, pour
la premiére fois, qu’un seul type de bactéries.

Comme p(T = 0) = 0, on peut alors affirmer que, a un moment ou a une autre, on ne
tirera que des bactéries d’'un méme type, les résultats du 11.B.2b nous permettant d’avoir
une estimation du nombre moyen d’expérience pour que l'une des deux populations
deviennent exclusive.

partie Il (avec N = 10, kg = 4, p = etg= %) il ne nous reste plus maintenant qu’a

Dans notre exemple des bactéries, on peut donc conclure :

Il faudra en moyenne moins de 27 expériences pour que I'un des deux
types de bactéries devienne exclusif

Page 9 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.
Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



