Chambre de Commerce et d'industrie da Lyon

Ecole Supérieure de Commerce de Lyon

CONCOURS D'ENTREE 1997

MATHEMATIQUES

lére épreuve (option économique)

Lundi 28 avril 1997 de 8 heures a 12 heures

Seules sont autorisées: Une régle graduée.

Une calculatrice de poche pouvant étre programmable et lou alphanumérique, a
fonctionnement autonome, sans imprimante, sans document d'accompagnement et de
surface de base maximum de 21 cm de long sur 15 cm de large.

EXERCICE 1

_ Soient a, b, ¢ trois réels tous non nuls, et M la matrice carrée d'ordre 3 suivante :

a.
b

1

ol ol

wlio oo
-—

A
b
1. a. Montrer : M2 = 3M.
b. En déduire que fensemble des valeurs propres de M est inclus dans {0,3}.
2. a. Déterminer les. valeurs propres de M et, pour chaque valeur propre, une base du sous-eﬁ_pace
propre associé. )

b. La matrice M est-elle diagonalisable ?

On note : 1 1 1
. a b ¢
a a a 3 0 0

p=lb -b 0}, p={o o ol -‘|1r _2z2 1
) 3] a b c

c 0 -c 0 0 0 .
1 2
. a c
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3. a. Caicuter PQ. Montrer que P est inversible. Quel est son inverse ?

b. Veérifier : M= PDP™ L.

o S
] v g ‘.I/
4. ! Déterminer fensemble des matrices Y de M3(IR) telles que DY — YD = 3Y.
5. Montrer que 'ensemble des matrices X de M3(iR) lelles que MX — XM = 3X est un espace vectoriel
' de dimension 2 sur IR. ' : S '
EXERCICE 2
Le but def'exercice est {'étude des extremums de la fonction {: IRZ2 - > IR
' (x.¥y) - > xZ-2xy +2y? + 7% .
A 1. Etablir que F'équation e ™ =-x, d'inconnue x € IR, admet une solution et une seule.

2. Montrer qu'il existe (xg.yg} € IR2 u_nii}ue tel‘que

of

== {x0.y0) =0 xg—e =0
ax .

, et établir :
of Xp
-— (X0, = O = — .
3y (x0.Yol 7 Yo= 3

3. Montrer que { admet un extremum en (Xg,yo).
Est-ce un minimum ou un maximum 7

B. Onnote g:[0;+c0] — >R
T+x
1+e*

X e

1. Montrer que I'équation g(x) = x, d'inconnue x € [0 ; + o[, admet une solution et une seule, que

celle-ci est xp , et que —;- <xp< 1.
2. Former le tableau des variations de g et tracer sa courbe représentative (repére orthoﬁormé,
unité : 5 cmy. '
On considére la suite (U}, - définie par ug = 0 et, pour tout n de IN, u,, ¢ = g{uy).
3. Etablir que la suite (u,), .y @St croissante el converge vers xg .
4. a. Montrer: Vxe [—;- ; 1} . ‘g'(x)l < 0,125, ou g’ désigne la dérivée de q.

b. Etablir: VneIN", Ju,—xo] < (0,125)"-1.0,5.
c. En déduire une valeur approchée décimale de xq a 1078 prés.

2
d. Montrer que f(xg.Yo) = _’52& + Xp, et en déduire une valeur approchée décimale a 1077 prés

de [ (xq,Yp)-
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X S EXERCICE 3

On dispose d'un dé équilibré a 6 faces et d une piéce truquee telle que la probabilité d'apparition
soit égale ap, pe 10;1{.

On pourfa noterq = 1—-p .

Soit N un entier naturel non nul fixé.

On effectue N lancers du dé ; si n est le nombre de «6- obtenus, on lance alors n fois la piece.

On définit trois variables aléatoires X, Y; Z de la maniére suivante :
Z indique le nombre de «6» oblenus aux lancers du dé,
X indique le nombre de «piles» obtenus aux lancers de la piéce,
Y indique le nombre de «faces» obtenues dux lancers de la piéce.

Air;si, X +Y =Zet siZprend la valeur 0, alors X et Y prennent la valeur 0.

1. Préciser 1a loi de Z, son espérance et-sa variance.

2. Pour k € IN , n€IN | déterminer la probabilité conditionnelle P(X = k/ Z = n).
On distinguera les cas : k< netk > n.

3. Montrer, pour tout couple d'entiers naturels (k, n) :

S0 <k<n<N,alors P(X =k et Z=n) = CkCqp"(1-p)" (G)N "(;)”'

sin>N ouk>n alorsP(X=ketZ=n)=0

4, Calculer ia probabilité P(X = 0).
5. Montrer pour tout couple d'entiers naturels (k, n)telque 0 <k <n<N:
C C CNC Nk

En déduire la probabiiité P(X = k).

6. Montrer que la variable aléatoire X suit une loi binomiale de paramétre (N, _g)
Quelle est la loi de la variable aléatoire Y ? ‘
7. Est-ce que les variables aléatoires X et Y sont indépendantes ?
Déterminer la loi du couple (X,Y).
8. En comparant les variances de Z et de X +Y, déterminer la covariance du couple (X,Y).

Fichier génére pour Visiteur (), le 31/05/2021



EML 1997 - Maths 111

Exercice 1
1) a) Ona
& g abe g ab
l - I 1 - I
g b c. g b c.
M2 = ¢b 1 b= ¢cb 1 9: donc :
ga c ga cl
C L q4+c¢t C 4%
ab & éa b &
& 3a _ao
3 — 3—.
g b c.
= g_b 3 3—b: soit finalement :
a c:
93c 3c N
== = 3z
a b I

M? = 3M
b) Soit | une valeur propre de M, et X un vecteur propre non nul de M associé a la valeur
proprel.Ona:
MX=1X donc, en multipliant & gauche par M :
M2 X =1 MX donc, comme MX =1 X :
=12X d’ol, comme, d’aprés le résultat précédent, M>X = 3MX = 3| X :
12X =3I X soit encore :
I -3)X=0 dou,commeX?!O:
Il -3)=0.

On peut alors conclure :

| L’ensemble des valeurs propres de M est inclus dans {0, 3} |

2) a) o O est valeur propre de M si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul tel que
MX =0.0r,ona:

e a aol

¢t o o

b c.

(; 0

L, be b c
MX=0 U co 1 —_X=0 donc (Lo - L2—aL16tL3—I Lg—aLl)Z

a C.

g -

< L oaz

a b g
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EML 1997 - Maths 111

Exercice 1
& a a0
¢ b o i
MX=0 U EO 0 0-X=0 soit, en posant X = Sy_:
0 0 o> éza
e 7]
~ a a <
U X+-y+=-2z= dou :
by e
U bcx =-acy - abz soit finalement :
88eg 0 aeg 60
0 Xi Vect&-bL%07:.
058 i

d8eg 0 aeg 60
Ainsi, O est valeur propre de M, de sous-espace propre associé Eg = Vects- b:90::
go o é Cp

o 3 est valeur propre de M si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul tel que

M-3DX=0.0r,ona:

& 0
To 2 2g
¢ b c_.
N gb b=+ b C
M-3DX=0U éx -2 —.X=0 donc (L2 - —2L2—5L1etL3—| —2L3—5L1):
a c.
Q -
éE c s
a b [}
F= <] o]
®, a apo
g b c -
0 S0 3 (3 o0 d’oU(LgﬂLg—%Lg).
.
(; -
éo (3¢ 5
b [}
*& o]
¢ 2 E 2. )
. a0 | g
0] 80 3 -—_X=0 soit, en posant X = gy;
C. =
¢0 0 o éz@
; 5
i
{-2x+9y +—-z=0
O i SE ¢ soit encore :
-'-3y— —z=0
t
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EML 1997 - Maths 111
Exercice 1

- 12bcx = acy + abz

M-3DX=0U ! b soit finalement :
cy =bz

U0 X Vect (;gb

e

a0
Ainsi, 3 est valeur propre de M, de sous-espace propre associé Ez = Vect ggb__ On peut
o

finalement conclure :

0 et 3 sont valeurs propres de M, de sous-espaces propres
eg 0 %af)@ %oo
associés respectifs Eg = Vectgg b ¢ 0. et Es = Vect (;gb
0% g; Cop §§

b) Comme dimEg + dimEz = 3 et comme dim.i3 1 ([) = 3, on peut alors conclure :

M est diagonalisable |

3)a)oOna
@ 1 16
& a aﬁga b2 ‘i:
PQ=12 % -b 0o7¢t .2 1= donc :
§ 0 Sa b c
¢ 0 - 1 2
éa b co
153 0 00
:§ % 3 0. soit finalement
%) 0 35

o D’apres le résultat de la question précédente, on peut également conclure :

| P est inversible, d’inverse Q |

b) D’apres le résultat de la question 2a, P est la matrice de passage de la base canonique
de M3 1 (@) dans une base constituée de vecteurs propres de M. On peut donc conclure :

M = pDp~?
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EML 1997 - Maths 111
Exercice 1

4) Soit Y un élément de M3 [®), écrit sous la forme (y;;),,., - Ona:
1£j£3

& 0 00%;, Yy, y130 a%1 Y12 y13°a’<‘3 0 00 11 Yio Y13

DY-YD=3Y U ?g 0 O_EY21 Y22 Ya3:- g)’zl Y22 Y231 0. —383/21 Y22 Y23— ie.:
O Ogys1 Ys2 Ya3s &31 Yao2 y33§0 0 O &s1 Y32 Y330

RBy11 312 3yi, 30 By, 1 0 00 angl 3y12 3%,

0 §0 0 0 I-@By,; 00.=g3y,; 3y,, 3ypar d'ots :
@ 0 0 0 5 &ys1 0 0 %33/3,1 3y3,2 3Y33p
By 1 0 060

U 86y2,1 3y, 3y2'3;=0 soit finalement :
&ys1 3Yz2 3Y3,35
® yi15 Y180

0 o o oZI=o.
80 0 03

On peut finalement conclure :

L’ensemble des matrices Y de M3([®) telles que DY - YD = 3Y est
%y 1 00a® O 160

I’'ensemble Vect 990 0 0 0 0 0
8%0 0 Op §0 0 Ora;a

5) Soit X une matrice de M3@). Comme M = PDP~! (cf question 3b), on a :

MX - XM =3X 0 PDP1X-XPDP ! =3X donc, en multipliant par P~* a gauche et par
P a droite, ces matrices étant inversibles :
U DPIXP-PIXPD =3P 1XP donc, en posant Y = P"1XP (soit X = PYP™1) :
O DY-YD=3Y d’ot, comme X = PYP™? :
® % 00 ® 0 16 6

e

1
O Xi Vect?P% 0 o: PP % 0 o pP?
0

%
Egoofégzoo
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EML 1997 - Maths 111
Exercice 1

& 1 008 0 100
La famille g@o 0 0.% o - étant libre et les matrices P et P~ étant inversibles, la famille
8§0 0 oago 0 Oﬂra
® | 1 05 ® 0 16 ©
gP %0 0 lp% o 0: P 1: est également libre, et I'on peut donc conclure
§ 0 o © 0 05

L’ensemble des matrices X de Mz ([) telles que MX - XM = 3X est un espace
vectoriel de dimension 2 sur R
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EML 1997 - Maths 111
Exercice 2

Exercice 2

A. 1) Soit h la fonction définie sur B par : " xI R, h(x) = e - x. h est dérivable sur B comme
somme de fonctions dérivables sur [, et on a :

"XIR, h(x)=-(e*+ 1) donc :
< 0.

Ainsi, h est continue et strictement décroissante sur B donc, d'aprés le théoréme de la
bijection, réalise une bijection de R sur h(R) qui est un intervalle. Comme Iim h(x) = += et
X® - ¥
lim h(x) = -, f réalise donc une bijection de B sur [.Ainsi, comme 0l R, I’équation h(x) = 0
X® +¥
admet une unique solution dans [, et I'on peut conclure :

L’équation e = x admet une solution et une seule dans R

2) f est de classe C! sur E? comme somme de fonctions de classe C* sur £?, eton a :

i
1 (xy) =2x - 2y- e

" (x, Y)I B2, X donc, pour (x, y)i B? :
i f _

H—(x,y) =-2x+4y

Yy

1y =0
1 x

| j[2x—2y-e'X:0
i1 vy =0 f-2x+4y =0
t 1y

(@)

soit encore :

(@)

L’équation x - e™* = 0 admettant une unique solution dans [/, on peut désormais conclure :

1 qf

{300 =0 Ixo- €% =0
Il existe un unique (Xo, Yo)i E? tel que i q et celui-ci vérifie : | Xo

(LN — Ty =—

i——(xy) =0 170

t 1y ! 2

3) o f étant de classe C? sur I'ouvert 2, elle ne peut admettre d’extremum qu’en un point (X, y)

annulant ses dérivées partielles d’ordre 1. Ainsi, d’aprés le résultat de la question précédente, f
ne peut admettre d’extremum qu’en (Xg, Yo)- De plus, on a :

Page 1 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



EML 1997 - Maths 111
Exercice 2

i

i

i

.I.

|l—(x,y) =-2 donc, en utilisant les notations de Monge en (Xg, Yo) :
T Yy

i

i

I\

On a donc : rt - s2 = 4(1 + e*9), donc rt - s> > 0. On peut donc conclure :

| f admet un extremum en (Xg, Yo) |

o Comme r > 0, on peut également conclure :

| f admet un minimum en (Xg, Yo) |

B. 1) 0 SoitxIE. On a :

~ 1+ .
x)=x U =X soit encore :
g(x) Lo
U 1+ x=x+xeX ie.:
O xe*=1 donc, comme e* >0 :
O x=¢e~*

D’aprés le résultat de la question A.1, on peut donc conclure :

L’équation g(x) = x admet Xg pour unique solution sur R

oOna:
g(l)-1=i—1 donc :
1+e
1l d’oll, comme e > 1 :
1+e
<0 et :
g%g_lzL_l donc :
g 2 :
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EML 1997 - Maths 111

Exercice 2
9?2 1 i d’ou, comme e < 4 :
262 21+
> 0.
o : : ul ¢ :
Ainsi, la fonction x = g(x) - X change de signe sur ( > 1 é. Comme elle y est continue, on
€

peut donc écrire, d’aprés le théoreme des valeurs intermédiaires, qu’elle admet un zéro sur

1 € : ) ,
> 1 é. Comme elle admet un unique zéro sur i, on peut finalement conclure :
€

OO

%<X0<1

N.B. : On pouvait également démontrer ce résultat a I'aide de la fonction h étudiée dans la
question A.1 (ce qui était d'ailleurs plus rapide).

2) o g est de classe C! sur B* comme quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de
fonctions de classe C* sur R*, etona :
- , 1+e*- (1+x)e*
"XIRY, gX) = —————
g L+ o)
_ 1-xe*
(1+ e

_ e*(e*-x)
(L+ey

soit :

et donc :

Xo est donc I'unique solution de I’équation g'(x) = 0, et I’on peut donc dresser le tableau de

variations de g surR* (avec : lim g(x) = 0, par croissances comparées) :
X® +¥

X 0] X0 -+
g™ + 0 -

9 /
1
5 0

o On peut alors tracer la courbe représentative de g surl®™ :

1

Page 3 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.
Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



EML 1997 - Maths 111
Exercice 2

3) o o Montrons par récurrence que, pour tout ni , la proposition P(n) : "0 £u, £ Uy, £ Xo" est
vraie.

1
e Aurang n = 0. Comme ug =0, onau; =g(u) = > et donc, comme Xq 3

N =

Ofuy £y £Xg
Ainsi, P(0) est vraie.
« Soit ni M. Supposons P(n) soit vraie. g étant croissante sur [0, Xg], on peut alors écrire :

g©0) £ g(u,) £ g(Uh4+1) £ 9(%g)  d'ou, comme g(0) 3 O:

O£ uyq £Uq £Xg.

Ainsi, si P(n) est vraie, P(n+1) I'est également.

eOnadonc:"nl M, 0£u, £u,,; £ Xg-

o Ainsi, on a :

"ni M, Ups1 3 Up.

On peut alors conclure :

La suite (uUp),jpy €St croissante

o La suite (up),;py €tant croissante et majorée (par Xp), elle converge vers une limite £ positive

ou nulle. De plus, g étant continue sur E™, £ est solution de I'équation g(x) = x. Xg étant I'unique
solution de cette équation, on peut finalement conclure :

La suite (un),jpy CONVeErge vers Xo

4) a) Ona:
P D (-
xl B ,g(x)——(1+ex)2.

g’ est dérivable sur B* comme quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de fonctions
dérivables sur R*, et on a :

-(eX + xe) (1 + €2 - (1- xe¥)2e*(1 + &)

"xI R, g'(x) = soit :
9" () i+oy
+ + e+ 2(1- xe*
— X (L+x(1+¢e 32(1 xe’) done -
(1+e9)
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EML 1997 - Maths 111
Exercice 2

x 3+ X+ (1-x)e*

" XT H+1 g”(X) =- (1+ eX)3

, l

X
o
[ o it

, 9 (x) £0.

T I é .u
Ainsi, g est décroissante sur & ,10. On a donc :

g
O .
x; ag() g X ggz i.e. :
. €& u - , . .
" Xl gl—,lg, 1-¢ s £Eg(X)E i soit, aprés calcul :
2 g (I+e 2(1+fe)?
- € u .
"Xl g 13, - 0,1242 £ g'(x) £ 0,025 soit finalement :
u

x1 % |g(x)| £ =

_ v - up e . .
b) o g étant continue sur &-,1( et dérivable sur 1;5,1@, on peut alors écrire, d’aprés
9] b= e
I'inégalité des accroissements finis :
- é U :
"X g,lg, |g(x) - g(x0)|£ % |X-X0| soit encore, comme g(Xg) = Xp :
g
= 1
X gz,lu, 060 - xd £ g|x X| (1)

. . , A 1
Or, la suite (un),;p €tant croissante, on a : " nl B{™ u,3 uq, donc, comme u; = 7 :

R 1
nl ™, u 5 -

D’aprés (1), on a donc, comme : " ni B™, g(up) = Un+1 :

" nl B, |un+1 - xo|£ % |un-xo| 2).

o Montrons alors par récurrence que : " ni B*, |Un - x0|£ |u1 X0|

8n1

e Aurang n = 1. Comme % = 1, la propriété est bien vérifiée au rang n = 0.
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EML 1997 - Maths 111
Exercice 2

« Soit nl M™. Supposons que : |un - x0| £ % |u1 -x0|. D’aprés (2), on a :
1 , T N A .
|Un+1 - x0| £ 8 |un-x0| donc, d’aprés I’hypothése de récurrence :
1
£ @ |U1 'X0| .
Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n + 1.

e On adonc : " nl M™, |un— x0| £ % |u1-xo|.

. . a .u . .
o Comme u, et Xp appartlennent a g&,lg, on a egalement : |U1'X0| £ % . On peut finalement
0}
conclure :
n T * 1
nl f ,|Un-X0|£ 2.—8”1

c) D’apres le résultat de la question précédente, pour que u, constitue une valeur
approchée de xo a 1078 prés, il suffit que n vérifie : ﬁ £108 0Or,ona:
108

> 18“'1 £ 108 > £ 8"t donc, en composant par In, croissante sur R::

()

U 8In10-In2£(n-1)In8 dou:

na3 —8In Ilr?8 In2 + 1 soit, aprés calcul (effectué a la calculatrice) :

()

U n3 9,525.

Ainsi, uio constitue une valeur approchée de xo & 108 prés. On peut donc conclure :

Xo = 0,56714329 + 1078

d)oOna:
f — 2 2 + 2 2 + -Xo d1 ~ — XO —_ -Xo -
(X0, Yo) = X0“ - 2X0Yo Yo e ou, comme yo = = et xo =e"0:
2
Xo
f(Xo, Yo) = > + Xo
Page 6 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



EML 1997 - Maths 111
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o D’aprés le résultat de la question précédente, on peut alors écrire, aprés calculs :

| f(x0. yo) = 0,7279690 + 1077
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Exercice 3

x

1) Z est la variable aléatoire égale au nombre de succés (obtenir un “6” a un lancer donné)
dans une suite de N épreuves indépendantes a deux issues de méme probabilité de succes

égale a % On peut donc conclure :

Z suit une loi binomiale de parameétres N et 1 ,etona: E(Z) = N etVvV(2) = N

6 6 36

2) On suppose que ni [0, N] (en effet, si n est strictement supérieur & N, I'événement [Z = n]

est impossible). Deux cas se présentent alors :

* si k > n. Si I’événement [Z = n] est réalisé, on effectue n lancers de la piéce. Le nombre de
“piles” obtenu est donc inférieur ou égal a n. On a donc :

Kl [n+ 1, +=[, p(X=k/Z=n)=0,

« si k £ n. Sachant que I'événement [Z = n] est réalisé, la variable aléatoire X indique le nombre
de succes (obtenir pile) dans une suite de n épreuves indépendantes a deux issues de méme
probabilité de succés égale a p. Ainsi, la loi conditionnelle de X sachant Z = n est la loi binomiale
de parameétres n et p. On a donc :

- K
"Ki [0, n], p(X=k/Z=n) =C, pk@ - p)"¥.

On peut alors conclure :

]."k3n+1, p(X=k/Z=n)=0

"nl [0, N], i
1" kT {0 X=k/Z =n)=CKpk(L- p)y*X
i {0,...n}, p( n) =Cyp"(1- p)

NB : si n > N, la probabilité conditionnelle envisagée n'a pas de sens.

3)oOna:

"ni [0, N], " ki [0, n], p([X=Kk] € [Z =n]) = p(Z = n)p(X=k/Z=n) donc, d'apreés les
questions 1 et 2 :

k%QN-n agn

_ kK n . n-
SiOekeneN, p (X=KIC[Z=n])=Cpy Cy p(L-p)""g="" &=

o Deux cas se présentent :

e sin > N, I'’événement [Z = n] est impossible, donc :
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p(IX=KklIC[Z=n]) =0,

esin £ N etsi k>n, ona alors, d’aprés le résultat de la question précédente : p(X=k/Z=n)= 0,
et donc :

p(IX=KI G [Z=n]) = 0.

On peut alors conclure :

Sin>Nouk=>n,p([X=k]C[Z=n]) =0

4) Comme Z prend ses valeurs dans [O, NJ, on a :

N
p(X=0) = é_ p(IX=0]C[Z=n) donc, d’apreés le résultat de la question précédente :
n=0
N 0 n 2B ON-n g4 on
o
=a C,CyP°@-p)"O¢= ¢+ soit encore :
=0 %5 o
N n 5N - _nA
= {;°1 CN ?9 A a&_pgn d’ou, d’'apres la formule du binbme de Newton :
=0 6o 6 o
& 1.-p0
=~ +— p+ soit finalement :
& 6 o

e pb
PX=0 =gt 65

5 o00Ona:
~ 2~ ! !

"nl [0, NJ, " ki [0, n], Cﬁ Cﬂ = n ’ N soit encore :

kI(n- kK)!' n(N-n)!

— M . —1 donc, en multipliant et en divisant
kI (n-KI(N-n)! ’
par (N - k)! :
| - k)
N g (N-K)! soit finalement :

“KIN-K)! (n-K)I(N-n)!

- R k n k n-k
" nl [0, NJ, " KI [0, n], Ch SN = CN CNek
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o Comme Z prend ses valeurs dans [[0, N], X prend ses valeurs dans [O, NJ]. De plus, on a :

N
" Kl [0, N], p(X =k) = é_ P(IX=K]C [Z=n]) donc, d’apres le résultat de la question 3 :
n=0
= éN Ck ch pk@ - p)™- k@ON-ngdon d’aprés le résultat précédent :
- n ~N - ’ :
.y %0 o
k N n-k N-
=cy Pk a Cnok -P)7 k§60 " g&on donc, en effectuant le changement
n=k
d’'indicen’ =n -k :
Ck NakC - p)" ‘”"‘aq(-j”“‘ soit encore
Pra it b %ez &6
k &k N-k K-
=Cn gg s CN-k ?ON " gaé_pgn d’ou, d’apres la formule du bindme
de Newton :
k Okad  1-pON-k
=C PO 4 P2 soit finalement :
N &5 & 6 o

pON k

" [0, N], p(X = k)—CN ?’0"?

6) o D’apres le résultat de la question précédente, on peut alors conclure :

X suit la loi binomiale de parametres N et g

o En substituant Y a X et 1 - p a p dans le raisonnement précédent, on peut également
conclure :

Y suit la loi binomiale de parameétres N et 1—69

7) o D’apres le résultat de la question précédente, on a :

N )
pOX=N)p(Y =Ny = (B EPEY

De plus, comme X + Y = Z, et comme Z prend ses valeurs dans [0, N], on a :

p(IX=N] C [Y=N]) =0.
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On peut donc conclure :

X et Y ne sont pas indépendantes |

o Comme X+Y=Z, on a :

"QHTNZp(IX =G LY = j]) =p(IX =1 C[Z=i+]]).

D'aprés le résultat des questions 1 et 2, on peut alors conclure

i Nei- it
P - fcictpica- pp2Y B v jeN
Q)T NZp(IX =G [Y = j)) =1 T+ P Prgee g ST
I
fo sinon
8) CommeZ=X+Y,ona:
VX +Y) =V(©) soit :
V(X) + V(YY) + 2cov(X, Y) = V(2) donc :
cov(X, Y) = v -V2X V(Y donc, d’aprés le résultat des questions 1 et 6 :
SN _Np(6-p) N(-p)G+p)
_ 36 36 36 . - e .
= 5 soit, apres simplifications :
cov(X,Y) = &%t—m
O EduKlub S.A.
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