Variables aléatoires discrétes
Loi d’'une variable discréte

Loi d’'une variable discrete

Enoncés

Exercice 1

Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On dispose d’'une urne contenant n
boules, dont n-1 boules rouges et une boule verte. Un individu effectue une suite de tirages
d’'une boule au hasard parmi les n jusqu’a ce qu’il tire la boule verte.

1) Déterminer la loi, I'espérance et la variance de la variable aléatoire X égale au nombre de
tirages effectués si ceux-ci sont effectués sans remise.

2) Déterminer la loi et I'espérance de la variable aléatoire Y égale au nombre de tirages
effectués si ceux-ci sont effectués avec remise.
Exercice 2

Une urne contient des boules blanches et des boules noires, dont une proportion
p (p€]0, 1]) de blanches et une proportion q (g=1-p) de noires. On effectue une suite de

tirages avec remise dans cette urne et I’on considére la variable aléatoire X égale au nombre
de tirages nécessaires a I'obtention de deux boules de méme couleur consécutivement.

1) Calculer p(X=2) et p(X=3).

2) Déterminer, pour tout entier ne2, +«[, p(X=n) (on distinguera les cas suivant la parité
de n).

3) Vérifier que :
+00
P(X=k)=1
k=2
Que peut-on en conclure ?

4) Montrer que X admet une espérance que I'on déterminera.

Exercice 3

Soit r un entier naturel non nul. On considéere une piece de monnaie avec laquelle la
probabilité d’obtenir ‘pile’ est p(p€]O, 1[) et la probabilité d’obtenir ‘face’ est g=1-p. On
lance successivement cette piece jusqu'a obtenir ‘pile’ pour la r°™® fois. Soit alors X le
nombre de lancers nécessaires a I'obtention du r*™® ‘pile’.

1) Déterminer la loi de X, en précisant que pour tout entier k, p(X=k+r).
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2) Soit (sp(N)ne y la suite définie par :

n r k
VneN,sn(r):kz C.ra
=0
On admet que :
. 1
lim s,(r) =s, = —
n- e @-a

Calculer I'espérance et la variance de X.

eme «

3) Soit maintenant Y le nombre de fois ou I'on a obtenu face avant d’obtenir le r pile’.
Déterminer la loi de Y, son espérance et sa variance.
Page 2 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE 0 EduKlub S.A.

Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la
consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



D)

2)

D

Variables aléatoires discrétes
Loi d’'une variable discréte

CORRECTION

Exercice 1

Les tirages étant effectués sans remise, il faut au minimum un tirage et au maximum n tirages
(toutes les valeurs intermédiaires étant possibles) pour obtenir la boule verte. On a donc :

X()=[1,n]-

De plus, pour tout kepi, ny, I'événement [X=Kk] est réalisé si et seulement si la boule
verte est tirée lors du kéme tirage. Considérons alors que le joueur tire toutes les boules de
I'urne successivement. Il y a n! suites de tirages possibles. De plus, pour tout kepi,ny, il y a
également (n-1) ! suites de tirages possibles tels que la boule verte soit tirée lors du kéme
tirage. Comme les n ! suites de tirages possibles sont équiprobables, on en déduit alors :

Ok [Ln] poe ky oD L
n! n

On peut maintenant conclure :

XOou
n+1
2

[1,n]),ie.: X(Q)=[4,n], kO [1,n], p(< k¥ letE X
(11.n1). ie.: X (0) :

Les tirages étant effectués avec remise, Y représente le temps d’attente du premier succes lors
de la réalisation d’essais indépendants (tenter d’obtenir la boule verte) d’'une expérience a deux
issues possibles (tirer ou ne pas tirer la boule verte) dont la probabilité d’un succés (obtenir la

1
boule verte) est —.
n

On peut alors conclure :

YOG

-1
%Ei.e. : Y(Q)=N*,vkeN*,p(Y = k) = % i ;1§ et E(Y) =n

Exercice 2
B Pour tout ieN*, notons B; I’événement « obtenir une boule blanche au i®™® tirage » et N;
I’événement « obtenir une boule noire au i*™® tirage ». Pour que I’événement [X=2] soit réalisé,

il faut et il suffit de tirer deux boules de méme couleur lors des deux premiers tirages. On a
donc :

X =2]=@B1 nBy)0N; nNy) d’ols :
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p[x =2] = p((B1 n Bz) 0 (Nln N2)) soit, les événements (B;NB;) et (N;NN,) étant
incompatibles :
= p(Bl N Bz)+ p (Nl N N2) et donc, B; et B, (resp. N; et N,) étant
indépendants (les tirages s’effectuant avec
remise) :
=p (Bl)p (Bz) +p (Nl)p (Nz) et donc comme : VieN*, p(Bi) =p et
VieN™, p(Ni) =q:

p(x =2)=p® + ¢

B De méme, pour que I'événement [X=3] soit réalisé il faut et il suffit que le troisieme tirage
donne la premiére suite de deux boules blanches ou de deux boules noires consécutives. On a
donc :

[Xx=3]=(N; nBy, nB3)0(B1 n Ny nN3) d’ou :
PEX =33=p((Ny nB, nBs)O (BN Nn Ng)) soit, les événements (N;NB,NB3) et (B1NN,NN3)
étant incompatibles :
= p(Nl nBs N B3)+p(Bl NNy n N3) et donc, N;, B, et B; (resp. B;, N, et N3) étant
mutuellement indépendants:
=p(N.)pB2)p(B3)+pB1)p (N2)p (N3) drou :

=qp2 +po? et donc, comme p+qg=1 :
=pPq.

2) De méme, pour tout nef2, +of , pour que I'événement [X=n] soit réalisé, il faut et il suffit que le
n°™e tirage donne la premiére suite de deux boules de méme couleur consécutives. On peut
donc écrire :

O Si n est impair (n=2k+1, keN*). Dans ce cas, une boule noire et une boule blanche

ont été tirées successivement au cours des 2k-1 premiers tirages et deux boules de méme
couleur aux deux derniers tirages. on peut donc écrire :

k k
[X =2k + 1] = Ew (Bzi—l n N2i) N Noy4q ED ﬁw (N2i—1 n Bzi) n sz+1E
=1 =1

soit ces deux événements étant incompatibles :

K 3
[p(X =2k + 1)] = pﬁw (Bzi—l n Nzi) N Nokiq H“‘ pﬁ? (N2i—1 n Bzi) n sz+1H
=1 =1

d’oud, les (Bi)iciczk+1 €t les (Nj)1cicok+1 €tant mutuellement indépendants :
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=p(N2k+1)!j(p(BZi_1) o (Na))+p (Bzm)!j( o (Nas) P (Bn))

soit encore :
k k
:C]|_|1(DQ)+ pﬂl(pC]) d'Ol:l, comme p+q=1 .
1= i=
=(pa)*.

3 Si n est pair (n=2k, ke[2,+«[ ). Dans ce cas, une boule blanche et une boule noire ont

été tirées successivement au cours des 2k-2 premiers tirages et deux boules de méme couleur
lors des deux derniers tirages. On peut donc écrire :

=1

-1
[X 2k] ﬂ Boi-1 N N2|) N Bo-1 N By ED ﬂ(NZi—l n Bzi) N Ny-1 N NzkE
=1

soit ces deux éveénements étant incompatibles :

=1

p(X =2k) =p ﬂ(BZi—l n Nzi) N Boc-1 N By E“L p ﬂ(NZi—l n Bzi) NNy N NZKE
=1

d’ou, les (Bj)iciczk €t les (Np)i.icok €étant mutuellement indépendants :

=p Bok-1)p Bk )lell(P B2i-1)p N2 )+ p Nok-1) p Nok )|I<:|_|11( p(Nai-1)p (BZi )

soit encore :

=p? 1] (plt )+ a® T ple -p) crou:

=(p2+92) (pa)**

On peut alors conclure, le cas k=1 rejoignant le cas général :

3)md00Ona:
vneN=, 251 p(X = k) = ip(x = 2k) + ip(x =2k + 1) donc d’aprés les résultats
précédents : e - -
=3 b7+ @)paft + 3 paft  soit encore :
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n _ .
=(p2+q2+pq)kzl(pq)k 1 et donc, en reconnaissant la somme des n
premiers termes d’'une suite géomeétrique
de raison pg=1 :

_ n
(p2 + P+ pq)% donc comme : p2+qg2-pgq=1-pq :
1-(pa)".

Ainsi, en faisant tendre n vers +oco, comme lim (oq)” =0 (car pge]0,1[), la suite
n - 4o

n+1
gz p(X = k)Ey converge donc vers 1.
k=2 ON>

O De plus, on a :

2n 2n+1
VneN*, 3 p (X = k) =5p (X = k) -p (X =2n+ 1) donc d’aprés les résultats précédents :
k=2 k=2
=1-2(pq)".

im (pq)" =0 (car pgel0,1[), la suite

Ainsi en faisant tendre n vers +oco, comme |
n — +oo

Ejzn p(X = k)@y converge donc vers 1.
=2 ON=

2n n+1l
Les suites E(z p(X :k)a et gz p(X :k)@ convergeant toutes deux vers 1, on
=2 ON>*> k=2 ON*

peut finalement écrire que la suite @Z p(X = k)@\ converge vers 1.
=2 >2

On peut donc conclure :

B Comme +pr(x = k) =p Cj (X = k)E= 1, on peut alors conclure :
k=2 =2

X est bien une variable aléatoire et I'événement « obtenir consécutivement deux boules de
méme couleur » est un événement quasi-certain.

Page 6 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE 0 EduKlub S.A.
Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la
consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



Variables aléatoires discrétes
Loi d’'une variable discréte

4) O D’apres les résultats précédents, on peut écrire :
2n+1

n n
O N*, Z kp(X% k3 z 2kp (% 2kj Z (2k 1)p(*¥ 2k 1) donc d’apreés les résultats
= = =

précédents :

= 3 22+ @)pgl ! + E k(pq) + 3 gk ie. :
k=1 k=1 k=1
k

n
=2(p2+q? + pq) Zk pa) +|qu(|Dq)k_1
=

Les séries de termes généraux respectifs k(pq)“?* et (pq)“* étant convergentes (car

|pq|<1), de sommes respectives ( L )2 , on peut alors écrire, en faisant tendre n
~Pq - Pq

[Bn+1
vers +oco dans [I'égalité précédente, que la suite Z kp X k : converge vers
.
P2 t P+ Pa ., P9
G-paF 1-pa’
Orona:
IO2 t P+ Pa ., P9
L-paF  1-pa

_ 2p2 + 207 + 2pq + pq - pAOR
L - pal
_2p +qP-pg-pxcP

soit encore :

et donc, comme p+q=1
(L - pap
_2-pg-p* _
1 -pq
[Bn+1 O — —n2
Ainsi, la swte kp k) converge vers 2-Pg - PP .
N l-pq

O De plus, on a :
2n+1

O] N*, ka (% K3 ka (¥ k) (2n 1)p(X% 2r 1) soit d’apres les résultats

précédents :
2n+1

a1 N*, ka (e 19 3 w0 K (en 1)(pa")

Or, comme pge]0,1[, ona : lim (Dq) =0et lim n(pq) = 0. En faisant tendre n vers +oo
n - +oo

n - +oo

02n 0
dans I'égalité précédente, on peut alors écrire que la suite Z kp(x = k)@" converge vers
ON*

2‘DQ‘p2q2_
1 -pq
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J2n 0 [Bn+1 O
Les suites ﬁz kp (X = k)ﬁ1 et HZ kp(X = k)& convergeant toutes deux vers
= ON* k= ON™

- — 2 A
2 1pq Pee ,on peut finalement écrire que la suite ﬁz kp(X = k)E, converge Vvers
- pq =2

>2
— — N2
2-P9-p qz.On peut alors conclure :
1-pq
X admet une espérance, et celle-ci vaut :
— — N2
E(x) = 2 -pg-pP
1 -pq
Exercice 3

Y

1) X étant le nombre de lancers nécessaires a I'obtention du r*™®

pile, on a clairement :
X(2) = [r,+co . De plus, pour tout keN, I'événement [X=k+r] est réalisé si et seulement si le

r°™e pile est obtenu au (k+r)*™® lancer.

eme «

Or, pour tout keN, pour déterminer une série de lancers de la piéce telle que le r pile’

soit obtenu au (k+r)*™ lancer , il faut et il suffit de :

- choisir les r-1 lancers, parmi les k+r-1 premiers lancers, au cours desquels on obtient les r-1

premiers ‘pile’ (Crk;lr_1 possibilités),

- obtenir ‘pile’ a ces r-1 lancers et ‘face’ a chacun des k lancers restants parmi les k+r-1
premiers lancers, (événement de probabilité p"1g¥, les lancers étant indépendants),
- obtenir ‘pile’ au (k+r)*"°lancer (événement de probabilité p).

On en déduit alors : YkeN,p(X =k +r) = Crkjrlr_lpr'lqk.p, d’ou la conclusion :

X (Q) =1[r, +of et kO N,

p(X =k +r)=Cit,p'g"

2) On a: vkeN, (k+r)ci™  =rcl

K4r-1 k+r - COmme la suite (sn(r))ny €St convergente de limite s;, on

peut écrire que la série de terme général CLqu converge de somme s, On en déduit alors que
X admet une espérance et que cette espérance vaut :

+00
E(X) = z kp (X =k) soit en effectuant le changement de variable k'=Kk-r :
K=r
+o00 )
=3 (k + r)p (X =k + r) soit encore, d’aprés les résultats précédents :
k=0
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_ r .
et comme VYkeN, (k+r) Ck+r 1 TC,,

+oo

_ k
Py k+rlci i _p'a

et en reconnaissant la somme s, de la série de terme

k
général Ck+rq

= rp z Ck+r
1 1
r+l

soit enfin, comme s, = T "
@-af™ p

=p's

E(X) = é

r+l Comme la suite (Sh(r+1)),. est

K+r+1 -
r+l converge de somme S..;. On en

VkeN, (k + r)(k +r +1)Ck+r 1= r( +1)C
k+r+1q

B On a:
convergente de limite s,.1, la série de terme général C

déduit alors que X(X+1) admet une espérance et que cette espérance vaut
soit en effectuant le changement de variable k’'=k-r

E(x (x +1)) = 3 kb +1)p (x =)
k=r
+00
=3 k+r)k+r+1)cit_pg
et comme VkeN, (k +r)( +r + 1)Crk+lr L= =r(+ 1)CLJ;1H1 :

et en reconnaissant la somme s,., de la série de terme

+00
— 1
général C +r+1q :
r . . 1 1
=r(r+1)p’'s;+1 soit enfin, comme s;;q = ( )r+2 =0
l-q p
_rfr+1)
= =
On peut maintenant écrire que X admet une variance et que cette variance vaut
V(X)=E(X2)-E(X)2 Soit :
=E(X(X+1))-E(X)-E(X)2 et donc, d’apres les résultats précédents :
+ 2
i) v
p= P pP?
=r-m et donc :
p2
-9
v (x)= e

0 EduKlub S.A.
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eme «

3) Comme X est le nombre de lancers nécessaires a I'obtention du r pile’ et Y le nombre de fois
ol I'on a obtenu ‘face’ avant d’avoir pour la r°™® fois ‘pile’, on a : Y+r=X, i.e. : Y=X-r. On en déduit
alors :

Y(Q)=N et vkeN, p(Y=k)=C};}_,p'g¥

B Comme Y=X-r, on peut également écrire :

r

. E(Y) = E(X)— r=l-r=19 (par linéarité de I'espérance), et :
p

. V(Y) = V(X - r) = V(X) =" 4§00 1a conclusion :
p2
rq rq
E(Y)=—= etv(y)=—=
p p?
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