Variables aléatoires discréetes
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Tirages dans une urne

Enoncé

Dans tout I'exercice, on désigne par ¢ un entier naturel non nul fixé. On considére
alors une urne contenant initialement des boules blanches et des boules rouges, toutes
indiscernables au toucher, dans laquelle on effectue des tirages successifs d’'une boule
selon le protocole suivant : aprés chaque tirage, la boule tirée est remise dans I'urne, dans
laquelle on rajoute, avant le tirage suivant, ¢ boules de la couleur de la boule qui vient
d’étre tirée.

1) Dans cette question, on suppose que l'urne contient initialement b boules blanches et r
boules rouges, ou b et r sont des entiers naturels non nuls.

a) Déterminer la probabilité d’obtenir une boule blanche au premier tirage.
b) Déterminer la probabilité d’obtenir une boule blanche au deuxieme tirage.

c) Si la deuxieme boule tirée est blanche, quelle est la probabilité que la premiere boule
tirée ait été blanche ?

2) Pour tous entiers naturels non nuls n, x et y, on note u,(x,y) la probabilité d’obtenir une

boule blanche au n®™ tirage, lorsque l'urne contient initialement x boules blanches et y
boules rouges.

a) Montrer que :

y -
X+y

V(n, X, Y) S (N*)sv un+1(X! y) = Un(X +C, y)L + Un(x,y + C)
X+y
b) En déduire que :

v, x,y) € (N')°, u(x,y) =

x—s—y'

3) Dans cette question, on suppose que I'urne contient initialement exactement une boule
blanche et une boule rouge et que c est égal a 1. Pour tout entier naturel n non nul, on
note alors X, la variable aléatoire égale au nombre de boules blanches obtenues au cours
des

n premiers tirages.

Déterminer la loi de X; et de X,.
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Montrer alors que, pour tout ne N, X, suit une loi uniforme dont on précisera
I’espérance et la variance.
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Correction

1) a) Avant de procéder au premier tirage, I'urne contient b+r boules, dont b
boules blanches. Il y a donc b+r tirages possibles, dont b favorables a la
réalisation de I'événement « obtenir une boule blanche au premier tirage ».
Les tirages étant équiprobables (les boules étant indiscernables au toucher),
on peut donc conclure :

La probabilité d’obtenir une boule blanche au premier

tirage est b
b+r

b) Pour tout k € N, notons B, I'événement « obtenir une boule blanche au
tirage », et R, I'événement « obtenir une boule rouge au k°™ tirage ». La
famille (B,,R;) formant un systeme complet d’événements, on peut écrire, d’apres la
formule des probabilités totales :

kéme

p(B,) = p(B,)P(B,/B;) + p(R,)p(B,/R;)donc, d’apres le résultat de la question
précédente,
comme pR;)=1-pB;):
b r

=—np@B,/B)+——pB, /R;).

b+rp(2 1) b+rp(2 1)
De plus, sachant que I'’événement B, est réalisé, 'urne contient, avant de
procéder au deuxiéme tirage, b+r+c boules, dont b+c blanches. Les tirages étant

, . b+c
équiprobables, on adonc : p(B, /B;)) = ——.
quip p@B, /B;) brcir
On a donc :
pB,) = bb + ©) rb soit finalement :

(b+r)(b+r+c)+(b+r)(b+r+c)

La probabilité d’obtenir une boule blanche au deuxiéme

tirage est b
b+r
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c) Les événements B, et B, étant de probabilités non nulles, on a, d’apres la
formule de Bayes :

pB, /B,) = % d’ou, d’apreés les résultats précédents :
P52

Si la deuxiéme boule tirée est blanche, la
probabilité que
la premiéere boule tirée ait été blanche est
b+c
b+r+c

2) a) Soit (x,y)e(N)?. La famille (B,,R;) formant un systéme complet
d’événements, on peut écrire, d’apres la formule des probabilités totales :

vne N, p(Bys1) = PBPB, 1 /By) + PR)PBH, 1 /Ry) donc, en substituant x a b ety a
r dans le résultat de la question
la :

Vne N, U, (%) = pBn.1 /B)—— +pBp., /R —

) n+1 ry - n+1 1 x-|-y n+1 1 X+y.

Soit alors ne N*. Sachant que I'événement B, est réalisé, I'urne contient alors

x+c boules blanches et y boules rouges avant de procéder au deuxiéme tirage. Pour
que I'événement B, , soit réalisé, il faut et il suffit donc que I'on obtienne une boule

blanche dans I'urne a l'issue d'une suite de n tirages dont le premier est effectué dans
une urne contenant x+c boules blanches et y boules rouges. On a donc :

vne N, p(Bni1/B1) = Un(X+C,Y).

De méme, ona: vVne N*,p(BnH/Rl) =Uy(X, Y +¢). On peut finalement conclure :

y
X+y

vn € N*,V(X,y) € (N*)Z,un+1(x, y) = u,(X + ¢, y)ﬁ +Uy(X, Yy +©)

X
X+Yy

b) Montrons par récurrence que : Vn e N*,V(x,y) € (N*)?,u (X, y) =

e Au rang n=1. D'aprés le résultat de la question 1la, la propriété est vérifiée au rang
n=1.
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» Soit ne N*. Supposons que : V(X,y) € (N*)Z,un(x,y) = % D'apreés le résultat de la
X+Yy

question 2a, on a :

V(X y) € (N)?, U1 (%, Y) = Up(X + ¢, y)%y +Un(X, Y +C) ” j_ y donc par hypothése
de récurrence :
_ X(X +¢) Xy d'ol -
X+yY)X+y+c) X+y)(X+y-+c)
. X
x4y’
Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n+1.
¢ On peut finalement conclure :
vn e N*, V(x,y) € (N )2, un (X, y) =
X+Yy

1.1 a) A l'issue du premier tirage, on a pu obtenir une boule blanche

S o L1
avec une probabilité égale a > ou aucune boule blanche avec une

probabilité % On peut donc conclure :

Xy suit la loi uniforme
sur [0,1]

b) Au cours des deux premiers tirages, on a pu obtenir ou ne pas obtenir une
boule blanche a chacun des deux premiers tirages, donc X,(Q) = {0,1,2} .

* Pour que I'événement [X, = 0] soit réalisé, il faut et il suffit que I'on n'ait obtenu

aucune boule blanche au cours des deux premiers tirages, donc que I'on ait obtenu
deux boules rouges. On a donc :

[X, =0]1=R; NRy d'ou :
p(Xs =0) =p(R1NR3) donc, comme p(R;) =0 :
=pRP(R2/Ry) d'ou, comme c=1 :
1 2 —
==X= i.e. :
2 3
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1
S

* Pour que I'événement [X, = 2] soit réalisé, il faut et il suffit que I'on ait obtenu deux
boules blanches au cours des deux premiers tirages. On a donc :

[Xo =2]1=B; NB, d'ou :
P(X2 =2) =p(B NBy) donc, comme p(B;) =0 :
=p@Bp(B2/B;) d'ou, comme c=1:
1 2 L
==x= i.e. :
2 3
:% et enfin, comme : X,() ={0,1,2} :
* pP(Xz =1 =1-p(X; =0)—p(Xy =2) donc:
_1
-3

On peut donc conclure :

X, suit la loi uniforme sur
[o.2]

c) E Montrons par récurrence que, pour tout n e N, X,, suit la loi uniforme sur |[O,n]].

« Au rang n=1. D'apres le résultat de la question 3a, la propriété est vérifiée au rang
n=1.

e Soit ne N*. Supposons que X, suive la loi uniforme sur [[0, n]]. Au cours des n+1

premiers tirages, on a pu obtenir une boule blanche a chacun des tirages, donc :
Xnp1(?) C [O,n+1].

Soit alors k € [1,n+1]. Pour I'événement [X,,; =Kk] soit réalisé, il faut et

il suffit que I'on ait obtenu exactement k boules blanches au cours des n+1
premiers tirages, donc que I'on ait obtenu soit exactement k boules blanches
au cours des n premiers tirages puis une boule rouge au (n+1)°", soit

exactement k-1 boules blanches au cours des n premiers tirages puis une
boule blanche au (n+1)°™®. On a donc :

[Xn+l =Kk] = (([Xn =Kk]n Rn+l) U ([xn =k -1]n Bn+1)) d'ou :
PXns1 =K) =p(([Xn =KINRn41)U(IXq =k —1]NBn ;1)) donc, ces  événements

étant incompatibles

=p(Xn =KINRp 1) +P(Xn =k —11NBp,q).
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Trois cas se présentent alors :

- si k=0. Dans ce cas, I'événement [X,, = k —1] est impossible, et on a :
PXny1 =0) =p(X, =0]1NRy,4) donc, comme, par hypothese de récurrence,
p(X, =0)=0 :
=p(X, = 0)p(Rn11/Xn =0) soit encore, comme, par hypothese, X,
suit la loi uniforme sur [0,n] :

1

= n—HP(RnH/Xn = 0) .

Or, sachant que I'événement [X, = 0] est réalisé, I'urne contient n+2
boules dont n+1 rouges avant de procéder au (n+1)°™ tirage. Les tirages

étant équiprobables, on a donc : p(Ry1/X,=0)= ni; , et donc
PCXni1 = 0) = ——
ni1=0) ="

- si ke[Ln]. Dans ce cas [X,=k-1] et [X,=k] sont des évenements de
probabilité non nulle, et on a :
PXns1 =K) =pXn = KP (Rny1/Xn =K)+pXn =k —1)p (Bry1/Xn =k —1) donc,
par hypothese de récurrence

1

= n—+1(p (Rni1/Xn =k)+P(Bnss/Xn =k - 1))

Or, sachant que I'événement [X, =k] est réalisé, I'urne contient n+2

boules dont k+1 blanches avant de procéder au (n+1)°™ tirage. Les tirages
étant équiprobables, on a donc :

1-k
k N
p(Bn+1/Xn:k—1):n+2 d'ou
1
vk € [Ln],p(Xn,1 =Kk) = ey

- si k=n+1. Dans ce cas, I'événement [X, = k] est impossible, et on a :
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PXni1 =n+1) =p (X, =nlNBp,1) donc, comme, par hypothése de
récurrence, p(X, =n)=0 :

= p(Xy, =P (B 1/Xp =n) soit encore, comme, par
hypothése, X, suit la loi uniforme
sur [0,n] :
= Lp(BnJrl/Xn = n) .
n+1

Or, sachant que I'événement [X, =n] est realisé, l'urne contient n+2 boules

dont n+1 blanches avant de procéder au (n+1)°™ tirage. Les tirages étant
n+1

équiprobables, on a donc : p(Bp,1/X, =n) = " et donc :
n
PXny1 =Nn+1) = 1
n+1 n+2 -
On a donc :
vk €[0,n+1],p(Xn.1 =k) = L
n+2

Ainsi, X,,; suit la loi uniforme sur [0,n+1], donc la propriété est vérifiée au
rang n+1.

e On peut finalement conclure :

Pour tout n € N*, X,, suit la loi uniforme sur [0,n]

¢« Onadonc:

n
vn e N E(X,) = ¥ kp(X, = k) donc :
k=0
n n
1 >k d'ou,commeVneN*,Zk:M:
n+1lk=o k=0 2
« n
vn e N*,E(Xy) = —
2
e Ona:
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n
vne N E(X3) = Y. k’p(X, =k)  donc :
k=0

n n
-1 3 k? d'oll, comme vne N*, 3 k? nn+1)En+1)
n+1lk—o k=0 6
= @ et donc, comme : Vn e N*, V(X,) = E(X3) — (E(X)))?
2
_nen+l) n° soit encore :
6 4
a2
= 2nn +1) - 3n soit finalement :
12
vn e N*, V(X,,) = n"+2n
o 12
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