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Exercice 1

1) a) ✿ Comme α est strictement positif, on a : ∀n∈ , un(α) > 0. On peut alors écrire :

∀n∈ , 
un+1(α)

un(α)
 = (n + 1)!

Π
k=0

n+1

(α + k)

×
Π
k=0

n

(α + k)

n!
donc :

 = n + 1
n + 1 + α

d’où, comme α > 0 :

 < 1.

La suite (un(α))n∈  étant positive, on peut donc conclure :

La suite (un(α))n∈  est décroissante

✿ La suite (un(α))n∈  étant décroissante et minorée (par 0), on peut également conclure :

La suite (un(α))n∈  converge

✿ On a :

∀n∈ , 
  

(uk (a) − uk +1(a))
k=0

n

∑ = u0(α) - un+1(α), les termes s’annulant deux à deux.

Comme la suite (un(α))n∈  converge, on peut donc écrire que la suite 

  

(uk(a) − uk+1(a))
k=0

n

∑
 

 
 

 

 
 
n∈Ν

converge, et l’on peut donc conclure :

La série de terme général un(α) - un+1(α) converge

b) Supposons que (α) soit non nulle.

∀n∈ , un(α) - un+1(α) = un(α)
  
1 −

n +1
n + α + 1

 

  
 

  soit encore :

= 
  

αun(α)
n + α + 1

.
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Ainsi, on a : un(α) - un+1(α) ~ 
αun(α)

n
. De plus, comme (α) ≠ 0, on a : un(α) ~ (α), et l’on peut

conclure :

un(α) - un+1(α) ~ 
    

αl(α)
n

c) Comme (α) ≠ 0 et α ≠ 0, la série de terme général 
    

αl(α)
n

 est divergente. D’après les

critères de comparaison des séries à termes positifs, on peut alors écrire, d’après le résultat de
la question précédente, que la série de terme général un(α) - un+1(α) diverge. Il y a donc

contradiction avec le résultat de la question 1a. On peut donc conclure :

(α) = 0

2) a) On a :

∀n∈ , un(α) = n!

Π
k=0

n

(α + k)

soit encore :

  = 
  

1
n + α

∏
k=0

n−1

k + 1
k + α

soit finalement, comme α∈]0,1] : ∀k∈[[0, n-1]], 
  

k + 1
k + α

≥ 1

∀n∈ , un(α) ≥ 1
n + α

b) Comme la série de terme général 1
n + α

 diverge, on peut alors conclure, d’après les

critères de comparaison des séries à termes positifs :

La série de terme général un(α) diverge

3) a) ✿ Soit n∈ . La fonction t e-αt(1 - e-t)n est continue sur +. De plus, on a :

  
lim
t→+∞

t2e−xt(1− e−t)n = 0 (croissances comparées). Par définition de la limite, on peut donc écrire,

cette fonction étant positive sur + :

∃t0∈  R+
*, ∀t ≥ t0, 0 ≤ t2 e-αt(1 - e-t)n ≤ 1 donc, comme : ∀t ≥ t0, t2  > 0 :

∃t0∈  R+
*, ∀t ≥ t0, 0 ≤ e -αt(1 - e-t)n ≤ 1

t2
.
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Comme l’intégrale 
  

dt

t21

+∞
∫  converge, on peut donc écrire, d’après les théorèmes de

comparaison des intégrales de fonctions positives que l’intégrale 
  

e−αt(1− e−t)ndt
0

+∞
∫  converge.

On peut alors conclure :

Pour tout n∈ , l’intégrale définissant In(α) converge

✿ On a :

∀x∈ +, 
  

e−αtdt
0

x
∫  = 







- e-αt

α

x

0

 soit :

 = 1
α

(1 - e- αx).

Comme 
  
lim

x→+∞
e−αx = 0 (car α > 0), on en déduit alors, par passage à la limite, que   

  
lim

x→+∞
e−αtdt

0

x
∫  = 1

α
, et donc que :

I0(α) = 1
α

b) ✿ Soit n∈ *. Les fonctions t - e-αt

α
 et t (1 - e-t)n étant de classe C1  sur [0, x] (x > 0),

on obtient, à l’aide d’une intégration par parties (on intègre la fonction t e-αt et on dérive la

fonction t (1 - e-t)n) :

  

e−αt(1− e−t)ndt
0

x
∫ = −

e−αt(1− e−t)
α

 

 
 
 

 

 
 
 
0

x

+
n
α

e−αte−t(1 − e−t)n−1dt
0

x
∫ d'où :

  
∀n ∈Ν*, e−αt(1− e−t)ndt

0

x
∫ = −

e−αx(1− e−x)
α

+
n
α

e−αte−t(1− e−t)n−1dt
0

x
∫

✿ On a : 
  
lim

x→+∞

e-αx(1 - e-x)n

α
= 0, et d’après la question 3a, pour n∈ et α strictement positif,   In(α)

existe donc, en faisant tendre x vers +∞  dans l'égalité précédente :

  
∀n ∈Ν*,In(α) = n

α
In−1(α + 1)
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c) On a :

  

∀n ∈Ν*,un(α) =
n!

(α + k)
k=0

n

∏
d'où :

  = 

  

n
α

×
(n − 1)!

(α + k)
k =1

n

∏
soit encore, en effectuant le changement d'indice k'=k-1 :

  = n
α

 × (n - 1)!

Π
k=0

n-1

(α + 1 + k)

d’où :

  = n
α

 un-1(α + 1).

Les suites (In(α))n∈  et (un(α))n∈  vérifient donc la même relation de récurrence. Comme

u0(α) = I0(α), on peut donc conclure :

∀n∈ , In(α) = un(α)

4) a) On a :

∀N∈ , 
  

In(α)
n=0

N

∑  = 
  

e−αt(1 − e−t)ndt
0

+∞
∫

n=0

N

∑ donc, par linéarité de l’intégration, les intégrales

en présence étant convergentes :

 = 
  

e−αt (1− e−t)n

n=0

N

∑
 

 
 

 

 
 dt

0

+∞
∫ d’où, en reconnaissant la somme des termes d’une

suite géométrique de raison 1 - e-t ≠ 1 (t ≥ 0) :

 = 
  

e−αt 1 − (1 − e−t)N+1

e−t

 

 
 

 

 
 dt

0

+∞
∫ soit encore :

 = 
  

e−(α−1)t − e−αt(1− e−t)N+1 
 

 
 dt

0

+∞
∫ donc, par linéarité de l’intégration, les

intégrales en présence étant
 convergentes (α > 1) :

 = 
  

e−(α−1)tdt
0

+∞
∫ − e−αt(1− e−t)N+1dt

0

+∞
∫ soit finalement :

 = I0(α - 1) - IN+1(α - 1).
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D’après le résultat de la question 3a, on peut finalement conclure :

∀n∈ , 
  

In(α)
n=0

N

∑  = 1
α - 1

 - IN+1(α - 1)

b) D’après le résultat de la question 3c, on a donc :

∀n∈ , 
  

un(α)
n=0

N

∑  = 1
α + 1

 - uN+1(α - 1).

Comme d’après la question 1.c, la suite (un(α))n∈  converge vers 0, on peut donc écrire que la

suite 

  

uk (α)
k=0

n

∑
 

 
 

 

 
 
n∈Ν n∈

 converge vers 1
α + 1

, et l’on peut donc conclure :

La série de terme général un(α) converge, de somme 1
α + 1
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Exercice 2

1) ✿ 0 est valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul de 3,1( ) tel
que AX = 0. Or, on a :

AX = 0  ⇔  

  

1 0 2
3
2

−2 6

1
2

−1 5
2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

X = 0 donc (L2  ← 2L2  - 3L1, L3  ← 2L3  - L1) :

   ⇔  

  

1 0 2
0 −4 6
0 −2 3

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
X = 0 soit encore (L3  ← 2L3  - L2) :

   ⇔  

  

1 0 2
0 −4 6
0 0 0

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
X = 0 d’où, en posant X = 

  

x
y
z

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 :

   ⇔  
  

x + 2z = 0
−4y + 6z = 0

 
 
 

  
et donc :

   ⇔ X∈Vect


















-4

3
2

.

On peut donc conclure :

0 est valeur propre de A, de sous-espace propre associé E0  = Vect (u) avec u = 

  

−4
3
2

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

✿ 1
2

 est valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul de 3,1( ) tel que

  
A −

1
2

I
 

  
 

  X = 0. Or, on a :

  
A −

1
2

I
 

  
 

  X = 0   ⇔  

  

1
2

0 2

3
2

−
5
2

6

1
2

−1 2

 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 

X = 0 donc (L2  ← 2L2  - 6L1, L3  ← L3  - L1) :
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A −

1
2

I
 

  
 

  X = 0  ⇔  

  

1
2

0 2

0 −5 0
0 0 0

 

 

 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 

X = 0 d’où, en posant X = 

  

x
y
z

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 :

    ⇔  

  

1
2

x + 2z = 0

−5y = 0

 
 
 

 
 

 et donc :

    ⇔  X∈Vect


















-4

0
1

.

On peut donc conclure :

1
2

  est valeur propre de A, de sous-espace propre associé   E1/2  = Vect (v) avec v = 

  

−4
0
1

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

✿ 1 est valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul de 3,1( ) tel que
(A - I)X = 0. Or, on a :

(A - I)X = 0  ⇔ 

  

0 0 2
3
2

−3 6

1
2

−1 3
2

 

 

 
 
 
 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 

X = 0 donc (L3  ← 6L3  - 2L2) :

  ⇔ 

  

0 0 2
3
2

−3 6

0 0 −3

 

 

 
 
  

 

 

 
 
  
X = 0 d’où, en posant X = 

  

x
y
z

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 :

     ⇔  

  

z = 0
3
2

x − 3y + 6z = 0

 
 
 

 
 

et donc :

  ⇔  X∈Vect


















2

1
0

.

On peut donc conclure :

1 est valeur propre de A, de sous-espace propre associé E1  = Vect (w) avec w = 

  

2
1
0

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
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2) ✿ u, v et w étant des vecteurs propres de A associés à des valeurs propres différentes,   
la famille (u, v, w) est libre. Comme elle comporte trois vecteurs de 3,1( ) et comme
dim 3,1( ) = 3, elle forme donc une base de 3,1( ). Comme B∈ 3,1( ), on peut donc   

conclure :

Il existe un unique triplet (α, β, γ) de réels tel que B = αu + βv + γw

✿ De même, comme, pour tout n∈ , Xn∈ 3,1( ), on peut conclure :

Pour tout n∈ , l existe un unique triplet (αn, βn, γn) de réels tel que Xn = αnu + βnv + γnw

3) Montrons par récurrence que : ∀n∈ *, 

  

αn = α

βn =
1
2

 

  
 

  

n

(β0 − βn) + 2β

γn = γ0 + nγ

 

 

 
  

 

 
 
 

.

• Au rang n = 1. On a :

X1  = AX0  + B donc :

 = A(α0 u + β0 v + γ0 w) + αu + βv + γw soit encore :

 = α0 Au + β0 Av + γ0 Aw + αu + βv + γw donc, par définition de u, v, w :

 = αu + 






1

2
(β0 - 2β) + 2β v + (γ0  + γ)w donc, par unicité des coefficients (α1, β1, γ1) :

  

α1 = α

β1 =
1
2

 

  
 

  

1

(β0 − β1) + 2β

γ1 = γ0 + γ

 

 

 
  

 

 
 
 

.

La propriété est donc bien vérifiée au rang n = 1.

• Soit n∈ *. Supposons que 

  

αn = α

βn =
1
2

 

  
 

  

n

(β0 − βn) + 2β

γn = γ0 + nγ

 

 

 
  

 

 
 
 

. On a :

Xn+1 = AXn + B donc d’après la question 2. :

 = A(αnu + βnv + γnw) + αu + βv + γw soit encore :
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Xn+1 = αnAu + βnAv + γnAw + αu + βv + γw donc, par définition de u, v, w :

 = αu + 






1

2
βn + β v + (γn + γ)w donc, par unicité des coefficients

(αn+1, βn+1, γn+1) :

  

αn+1 = α

βn+1 =
1
2

βn + β

γn+1 = γ n + γ

 

 
 
 

 
 
 

d’où, d’après l’hypothèse de récurrence :

  

αn+1 = α

βn+1 =
1
2

 

  
 

  

n+1

(β0 − βn+1) + 2β

γn+1 = γ 0 + (n + 1)γ

 

 

 
  

 

 
 
 

.

Si la propriété est vérifiée au rang n, elle l'est donc également au rang n + 1.

• On peut finalement conclure :

∀n∈ *, 

  

αn = α

βn =
1
2

 

  
 

  

n

(β0 − βn) + 2β

γn = γ0 + nγ

 

 

 
  

 

 
 
 

4) a) (u, v, w) étant une base de 3,1( ) constituée de vecteurs propres de A, on peut écrire,
en notant P la matrice de passage de la base canonique de 3,1( ) à la base (u, v, w) :

∀n∈ *, 

  

an

bn

cn

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

= P
αn

βn

γn

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

donc, comme P = 

  

−4 −4 2
3 0 1
2 1 0

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 :

 = 

  

−4 −4 2
3 0 1
2 1 0

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

αn

βn

γ n

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
 d’où :

 = 

  

−4(αn + βn) + 2γ n

3αn + γn

2αn + βn

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
.

Ainsi, la suite (Xn)n∈  converge si, et seulement si, les suites (-4(αn + βn) + 2γn)n∈ *,

(3αn + γn)n∈ *  et (2αn + βn)n∈ *  convergent.
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Or, d’après le résultat de la question précédente, on peut écrire que les suites (αn)n∈ *  et

(βn)n∈ *  convergent (respectivement vers α et 2β). Ainsi, la suite (Xn)n∈  converge si, et

seulement si, la suite (γn)n∈ *  converge.

Supposons alors que γ ne soit pas nul. D’après le résultat de la question précédente, on peut
alors écrire que la suite (γn)n∈ *  a une limite infinie. On peut finalement conclure.

La suite (Xn)n∈  converge si, et seulement si, le réel γ est nul

b) (x, y, z) et (α, β, γ) étant les coordonnées respectives de la matrice B dans la base

canonique et dans la base (u, v, w) de 3,1( ), on a :

  

x
y
z

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

=
−4 −4 2
3 0 1
2 1 0

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

α
β
γ

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

d’où :

= 

  

−4(α + β) + 2γ
3α + γ
2α + β

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 

soit encore :

  

−4α − 4β + 2γ = x

3α + γ = y
2α + β = z

 

 
  

 
 
 

 donc :

  

− 4
3

(y − γ) − 4z + 8
3

(y − γ) + 2γ = x

α =
1
3

(y − γ)

α = z − 2α

 

 

 
 
  

 

 
 
 
 

 d’où :

-4y + 4γ - 12z + 8y - 8γ + 2γ = 3x soit finalement :

γ = 3x - 4y + 12z
2

.

On peut finalement conclure :

La suite (Xn)n∈  converge si, et seulement si 3x - 4y + 12z = 0

5) Supposons que la matrice B vérifie la condition nécessaire et suffisante de convergence de la
suite (Xn)n∈ . Dans ce cas, les suites (αn)n∈ *, (βn)n∈ *  et (γn)n∈ *  convergent respectivement

vers α, 2β et γ0.
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Ainsi, en considérant l’expression des suites (an)n∈ *, (bn)n∈ *  et (cn)n∈ *  déterminée dans la

question 4a, on peut écrire que la suite (Xn)n∈  converge vers la matrice 

  

−4(α + β) + 2γ
3α + γ
2α + β

 

 

 
 
 

 

 

 
 
 
. Cette

limite dépend donc de la valeur de X0, et ce quelle que soit la matrice B choisie. On peut donc
conclure :

Quelle que soit la valeur de B, le couple (A, B) n’admet pas de position d’équilibre stable
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Problème

3.1. Comparaison de deux tarifications

1) Comme T1  = aD, on peut écrire, par linéarité de l’espérance : E(T1) = aE(D). Comme D suit
une loi exponentielle de paramètre α, on peut donc conclure :

E(T1) = a
a
 

2) ✿ Par définition de T2, on a T2(Ω) = *, et :

∀n∈ *, p(T2  = n) = p(n - 1 < D ≤ n) donc, comme D suit une loi exponentelle de paramètre α :

 = 
  

αe−αtdt
n−1

n
∫ i.e. :

 = 
  

−e−at 
  

 
  n−1

n
d’où :

 = -e-αn + e-α(n-1) soit finalement :

 = e-α(n-1) (1 - e-α).

On peut finalement conclure :

T2  suit la loi géométrique de paramètre 1 - e-α

✿ On peut également conclure :

E(T2) = 1
1 - e-α

3) a) ✿ ϕ est de classe C1  sur   R+
*  comme quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de

fonctions de classe C1  sur   R+
*.

✿ De plus, d’après les équivalents de référence, on peut écrire :

ϕ(t) ~
0

 t
t

d’où :

  
lim
t→0

ϕ(t) = 1.

Comme ϕ(0) = 1, ϕ est donc continue sur +.
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✿ Enfin, on a :

∀t∈   R+
*, ϕ’(t) = 1 - e-t - t e-t

(1 - e-t)2
soit encore :

 = 1 - (1 + t)e-t

(1 - e-t)2
.

Or, à l’aide d’un développement limité de la fonction exponentielle à l’ordre 2 au voisinage de
0, on peut écrire qu’il existe une fonction ε de limite nulle en 0 telle que :

e-t = 1 - t + t2

2
 + t2 ε(t) donc il existe une fonction ε1  de limite nulle en 0 telle que :

(1 + t)e-t = 1 - t2

2
 + t2 ε1(t) d’où :

1 - (1 + t)e-t = t2

2
 - t2 ε1(t) et donc :

1 - (1 + t)e-t ~
0

 t2

2
 d’où, comme 1 - e-t ~

0
 t :

ϕ’(t) ~
0

 1
2

.

Ainsi, ϕ’ admet une limite finie en 0. Comme ϕ est continue sur + et de classe C1  sur   R+
*, on

peut donc conclure, d’après le théorème de prolongement des fonctions de classe C1  :

ϕ est de classe C1  sur +

b) D’après l’expression de ϕ’ déterminée à la question précédente, on peut écrire que ϕ’ est

du signe de ψ sur   R+
*. Or, ψ est dérivable sur + comme somme et produit de fonctions

dérivables sur +, et on a :

∀t∈ +, ψ’(t) = -e-t + (1 + t)e-t soit :

= te-t d’où :

∀t∈  R+
*, ψ’(t) > 0.

Ainsi, ψ est strictement croissante sur +. On a donc :

∀t∈  R+
*, ψ(t) > ψ(0) soit :

 > 0.
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Ainsi, ψ, donc ϕ’, est strictement positive sur   R+
*. ϕ est donc continue et strictement croissante

sur +. Comme ϕ(0) = 1 et 
  
lim
t→+∞

ϕ(t) = + , on peut finalement conclure, d’après le théorème de la

bijection :

ϕ réalise une bijection de + sur [1, + [

4) a) D’après le résultat de la question précédente, on peut donc conclure, comme a > 1 :

Il existe un unique réel α0  strictement positif tel que ϕ(α0) = a

b) D’après le résultat des questions 1 et 2, on peut écrire :

E(T1) < E(T2)  ⇔  a
a
  < 1

1 - e-α
soit encore, comme α > 0 :

  ⇔  a < 
α

1 - e-α
donc, d’après le résultat de la question précédente :

  ⇔  ϕ(α0) < ϕ(α) d’où, ϕ étant strictement croissante sur + :

  ⇔  α0  < α donc, en composant par la fonction t 1
t

, strictement

décroissante sur    R+
*  :

  ⇔  1
α

 < 1
α0

.

Or, comme D suit la loi exponentielle de paramètre α, la durée moyenne de communication (ou

espérance de D) est égale à 1
α

. On peut donc conclure :

     La tarification T2  est plus avantageuse que la tarification T1  si, et seulement si, la durée

moyenne de communication est inférieure à 1
α0

.

5) Dans le cas où a = 1,25, on peut conclure, en procédant par dichotomie à l’aide d’une
calculatrice :

1
α0

 = 2,15

3.2. Etude d’un standard téléphonique

3.2.1. Cas d’une seule communication

1) On a :

∀t∈ +, p(D > t) = 1 - p(D ≤ t) donc, comme D suit une loi exponentielle de paramètre α :
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∀t∈ +, p(D > t) = 1 - 
  

ae−audu
0

t

∫ i.e. :

= 1 - 
  

−e−au 
  

 
  0

t
d’où :

∀t∈ +, p(D > t) = e-αt

2) On a :

∀k∈[[1, n]], p

  

D+In >θ/
In =kθ

n

 

 
  

 

 
  = p








D > θ -
kθ
n

soit encore :

 = p







D >
θ(n - k)

n
donc, d’après le résultat précédent :

∀k∈ [[1, n]], p

  

D+In >θ/
In =kθ

n

 

 
  

 

 
  =   e

−α
θ(n−k)

n

3) La famille 
  

In =
kθ
n

 

 
 
 

 

 
 
 

 

 
 

 

 
 
1≤k≤n

 constituant un système complet d’événements de probabilités non

nulles, on peut écrire, d’après la formule des probabilités totales :

p(D + In > θ) = 
  

p In =
kθ
n

 

  
 

  
k=1

n

∑ p 







In =
kθ
n

p

  

D+In >θ/
In =kθ

n

 

 
  

 

 
  donc, d’après la loi de In et le résultat

précédent :

 = 
  

1
n

e
−α

θ(n−k)
n

k=1

n

∑ d'où :

 = 
  

e−αθ

n
(eαθ/n)k

k =1

n

∑

Or, comme αθ > 0, on a : eα
θ
n  ≠ 1. Ainsi, en reconnaissant la somme des termes d’une suite

géométrique de raison eα
θ
n , on peut écrire :

p(D + In > θ) = e-αθ

n
×eα

θ
n ×

1 -  eα
θ
n

n

1 - eα
θ
n

.
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Comme eα
θ
n  = 1

e-α
θ
n

, et comme 
  
eαθ/n 

 
 
 
n
 = eαθ, on peut finalement conclure :

p(D + In > θ) = 1
n 




1 - e-αθ

1 - e-α
θ
n

4) Comme 
  
lim

n→+∞
α

θ
n

 = 0, on a : 1- e-α
θ
n  ~

0
 α

θ
n

. D’après le résultat de la question précédente, on

peut donc écrire :

p(D + In > θ) ~
0

 1
αθ

(1 - e-αθ).

On peut alors conclure :

  
lim

n→+∞
p(D + In > θ) = 1 - e-αθ

αθ

3.2.2. Etude de l’encombrement du standard à l’instant θ

1) a) Sachant que l’événement [Nθ = r] est réalisé, la variable aléatoire Cθ est égale au nombre
de succès (une communication se poursuit au delà de l’instant θ) dans une suite de r épreuves

indépendantes (les instants aléatoires où les communications se terminent étant mutuellement
indépendants) à deux issues (une communication donnée se poursuit ou non au delà de
l’instant θ) de même probabilité de succès p. On peut donc conclure :

     La loi conditionnelle de Cθ conditionnée par l’événement [Nθ = r] est la loi binomiale
de paramètres r et p.

b) On a :

∀r∈ , ∀k∈[[0, r]], p([Cθ = k] ∩ [Nθ = r]) = p(Nθ = r)p(  Cθ =k /  Nθ =r) donc, comme Nθ suit la loi de

Poisson de paramètre θ et
d’après le résultat de la

question précédente :

 = 
e-θ θr

r!
×   Cr

k pk qr-k soit finalement :

∀r∈ , ∀k∈[[0, r]], p([Cθ = k] ∩ [Nθ = r]) = 
e-θ (pθ)k (qθ)r-k

k!(r - k)!
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c) ✿ Soient k∈ * et r∈[[0, k - 1]]. Supposons que l’événement [Nθ = r] soit réalisé. La loi
conditionnelle de Cθ sachant [Nθ = r] étant la loi binomiale de paramètres r et p, l’événement [Cθ

= k] ne peut donc être réalisé. On a donc :

∀k∈ , p(Cθ = k) = 
  

p([Cθ = k] ∩ [Nθ = r])
r=k

+∞

∑ donc, d’après le résultat de la question

précédente :

= 
  

e−θ(pθ)k(qθ)r−k

k!(r − k)!r=k

+∞

∑ soit encore :

= 
  

e−θ(pθ)k

k!
(qθ)r−k

(r − k)!r=k

+∞

∑ donc, en effectuant le changement d’indice r’ = r - k :

= 
  

e−θ(pθ)k

k!
(qθ)r

r!r=0

+∞

∑ et donc (série exponentielle) :

= 
e-θ (pθ)k

k!
eqθ soit finalement, comme p = 1 - q :

∀k∈ , p(Cθ = k) = 
  

e−pθ(pθ)k

k!

✿ On peut alors conclure :

Cθ suit la loi de Poisson de paramètre pθ

2) a) D’après le cours, comme Cθ suit la loi de Poisson de paramètre pθ, on a : E(Cθ) = pθ. Par
définition de p, on peut alors conclure :

E(Cθ) = 1 - e-αθ

α

b) ✿ Comme α > 0, on a : 
  
lim
q→+∞

e-αθ = 0. On peut donc conclure :

  
lim
q→+∞

E(Cθ) = 1
α

✿ Comme : ∀θ∈ , -e-αθ < 0, on peut également conclure :

∀θ∈ , E(Cθ) < 1
α
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