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EXERCICE 1

st un réel strictement positif. Pour tout n € N, on pose :
nl -

un(@) =
I (a+k)
k=0

1. Etude de la convergence de la suite (un(@))pen

a. Montrer que la suite (“"(O‘))ne& est monotone et convergente. Que peut-on en
déduire pour la série de terme général (un(a) — upyi(a)) ?
On note () la limite de la suite (n(e@)), o

b. On suppose que £(a) est non nulle. Démontrer que :

n() ~ wnga(a) oy 2O

c. Déduire de ce qui précéde que £(a) = 0.
2. Dans cette question : « € ]0, 1].

a. Montrer que :
‘ 1

n+ o

Vvne N  u,(a) 2
b. Quelle est la nature de la série de terme général u,(a) ?
.. On pose, pour tout entier naturel n :
—+o00
I(a) = / e (1 —e ) dt
0

a. Etudier la convergence de I'intégrale généralisée I,,(a) et calculer Ip(c).

b. Soit un réel z strictement positif. Intégrer par parties :

qx
/e—at(l_e—t)ndt ) . “

0

et en déduire une relation simple entre I,(a) et I,,_1(a+ 1), pour tout n entier

naturel non nul.
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c. En dédﬁire que': , o
VneN  I(a)=u,(a)

4. On suppose désormais que a > 1.

a. Montrer que, pour tout N entier naturel :

ZI (@) = —II —Inp(a—1)

n=0

b. En déduire que la série de terme général u,(a) est convetgente et donner en
fonction de « la valeur de E un(a).
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- EXERCICE 2

M;3(R) désigne I'ensemble des matrices cartées d’ordre 3 & coefficients réels.
M3,1(R) est 'ensemble des matrices colonnes & trois lignes dont les coefficients sont réels.

On pose :
1 0 2 z
A=|32 -2 6 et B=|y

: o
; —1 3 o

ou z, y et z sont des nombres réels.
On définit alors une suite de matrices colonnes (Xn)nen de la maniére suivante :

Xg € M&](R)
Vne N Xni1 = AX,+ B

1
1. Montrer que 0, - et 1 sont les valeurs propres de A, et préciser des vecteurs propres
u, v et w qui leur sont respectivement associés.

2. Justifier les affirmations suivantes :

o Il existe un unique triplet (a,B,7) de R3 tel que :

B = au+ fv+yw

e Pour tout entier naturel n , il existe un unique triplet (@, 8,,7,) de R3 tel que :

Xn = apu + Bpv + 1w

3. Etablir par récurrence que :

a, =a
Vn € N* Bn=(3)" (B0~ 28) + 28

T = Yo+ ny
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4. Soit (an)nen, (bn)nen et (cn)nen les suites réelles telles que :

ar -

VTLEN Xn: bn

Cn

On dit que la suite de matrices colonnes (X,) neN COVEIge si les suites reelles (an)nen,
(bn)nen €t (Cn)neN convergent Dans ce cas on écrit :

- lima,
limX, = | limb,
i lime,
a. Prouver que (X4),cn convérge si et seulement si le réel v (introduit en 2.2) est

nul. ‘
*b. En déduire que (X,),y converge si et seulement si :

-3x—4y+12z=0

5. On dit que le couple (A, B) admet une position d’équilibre stable si la suite (X "jneN

converge vers la méme limite quelle que soit la valeur de X.
Expliquer pourquoi, quelle que soit la valeur de B, le couple (A, B) n’admet pas de

position d’équilibre stable.
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3. PROBLEME ; .

Jans tout le probleme (qui comporte deuz parties indépendantes), on suppose que la

lurée, exprimée en minutes, d'une communication téléphonique, est une variable aléatoire
éelle D qui suit la loi exponentielle de parameétre a.

.1. Comparaison de deux tarifications

our ses communications, on propose 2 l'utilisateur d’une ligne téléphonique deux tarifi-
ations T et Ty, exprimées en francs, définies de la fagon suivante :

e T = aD, ou a est un nombre réel strictement supérieur & 1, qui représente le prix
'une minute de communication ; '

e T, est & valeurs dans N* et, pour tout n entier naturel non nul :
{To=n}={n-1<D<n}
1. Calculer E(T)) en fonction de a et de a.

2 Déterminer la loi de T%. De quelle loi s’agit-il ? Exprimer E(T3) en fonction de a.

3. On pose :

1—et

{w€w+ o(t) =
p(0) =1

a. Montrer que  est une fonction de classe C! sur [0, +oo|.
b. On définit, de plus, la fonction ¢ sur [0, +o0o] par :
vte R*  p@)=1—(1+¢t)e"

Utiliser cette fonction pour en déduire que ¢ réalise une bijection de [0, +oof
sur [1, +ool.

{. Comparaison des tarifications

a. Montrer qu'il existe un unique réel ag strictement positif tel que w(ag) = a.

b. Préciser quelle est, en moyenne, la tarification la plus avantageuse suivant la
valeur de la durée moyenne d’une communication. '

. , 1
. Pour a = 1,25 donner, en utilisant votre calculatrice, une valeur approchée de —

. g
(on ne donnera que les deux premiéres décimales fournies par la calculatrice).
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3.2. Etude d’un standard téléphonique

Dans toute cette partie, ¢ est un nombre réel strictement positif représentant un temps
exprimé en minutes. Un standard téléphonique de capacité illimitée recoit des communi-

cations téléphoniques entre l'instant 0 et I'instant 8 inclus.

3.2.1. Cas d’une seule communication

On. désigne par n un entier naturel non nul. L’instant ou debute la communication est
une variable aléatoire réelle I, telle que :

)

K8\ 1
ke [Lnly Pll=—)=-

ou P désigne la probabilité. De plus, I, et D (la durée aléatoire de la communication),

sont indépendantes.

1. Pour tout réel positif ¢, rappeler quelle est ’expression de P(D > t) en fonction de
t et de a.
2. En déduire, pour k élément de (1, ﬁ]N, la probabilité conditionnelle de {D + I, > 6}

k6 :
sachant {In = —}

n

3. Démontrer I’égalité suivante :

1/1—ef
P(D+In>0):; (-—_—uo)

1—e™n

4. Déterminer :
lim P(D+1I,>0)
n~—+-4-00
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2.2. Etude de ’encombrement du standard & l'instant 6

s cette partie on définit les nombres réels p et ¢ par : -

1— e—aﬂ

= et =1
P od q ¥y

- suppose désormais que la probabilité qu'une communication regue dans I'intervalle de
1ps [0, 8] se poursuive au-dela de I'instant 8 est égale & p.

note Ny la variable aléatoire réelle égale au nombre de communications regues dans
tervalle de temps [0, 8] et 'on suppose que Ny suit une loi de Poisson de paramétre 6.
note Cy la variable aléatoire réelle égale au nombre de communications recues dans
tervalle de temps [0, 6] qui se poursuivent au-dela de I'instant 6.

instants aléatoires ou les communications se terminent sont mutuellement indépendants.

.. Lot de probabilité de Cy

" a. Soit r un entier naturel. Quelle est 1a loi conditionnelle de Cy sachant que
{No=r1}7

b. Démontrer que I'on a :

VreN  Vke[0,7]y P{Co=k}N{Ng=7}] = e_ok(f(i)i(‘f))!r—k

c. En déduire, pour tout entier naturel k, une expression simple de P(Cy = k) en
fonction de k, p et 8. Quelle est la loi de probabilité de Cy ?

EBtude de l'espérance de Cyp

a. Déterminer 1’expression de E (Cp) en fonction de 6 et de a.

b. Quelle est la limite de E (Cp) lorsque @ tend vers +o0o 7 Vérifier qu’elle majore
E (Cy) .
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 1

Exercice 1

1) a) o Comme a est strictement positif, on a : " ni [, un(@) > 0. On peut alors écrire :

n
a+k
oo W@ (n+ 1) Fo( : :
nl F, = donc :
U@ ™ n!
P (a+k)
k=0
= & dol, comme a >0 :
n+1+a
<1.

La suite (un(a))n”.,«I étant positive, on peut donc conclure :

La suite (un(a)),ipy €St décroissante

o La suite (Un(a))nim étant décroissante et minorée (par 0), on peut également conclure :

La suite (un(a)),ip cONverge

gOna:

n
"nl R, é (W@ - ue1(@)= up(@) - up+1(a), les termes s’annulant deux a deux.

k=0
a&n o]
Comme la suite (un(a))n”.d,‘I converge, on peut donc écrire que la suite ¢a (Uc(a) - Ug.1(D))+
€k=0 9 -
nl N
converge, et I'on peut donc conclure :
| La série de terme général un(a) - un+1(a) converge |
b) Supposons que #(a) soit non nulle.
w7 & n+l O .
nl B, uy@) - uh+1(@) =un@) l- —-= soit encore :
g n+a+lg
_ au@)
n+a+1’
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 1

aun(a)
n

Ainsi, on a : up(d) - uh+1(@) — . De plus, comme #(@)! 0, on a : up(a) — ¥(), et I'on peut

conclure :

Un(@) - Uns1(a) ~ 242

c) Comme £(@) ! Oet al! 0, lasérie de terme général est divergente. D’apres les

a/a)
n

criteres de comparaison des séries a termes positifs, on peut alors écrire, d’apres le résultat de
la question précédente, que la série de terme général un(@a) - up+1(a) diverge. Il y a donc

contradiction avec le résultat de la question 1a. On peut donc conclure :

2) a)Ona:
- |
"nl B, uy@) = nn— soit encore :
P(@a+k)
k=0
n-1
1 Ak+1 g - - k+1
= (@t soit finalement, comme al 10,1] : " kI [0, n-1], Tlag
n+awok+a k+a
"nl M, uy(@)? 1
' n+a

. L 1 . R
b) Comme la série de terme général TTa diverge, on peut alors conclure, d’aprés les
a

criteres de comparaison des séries a termes positifs :

La série de terme général up(a) diverge

3) a) o Soit ni M. La fonction t+ e@Y(1 - e)" est continue sur R*. De plus, on a

lim t2e'Xt(1- e't)n = 0 (croissances comparées). Par définition de la limite, on peut donc écrire,
t® +¥

cette fonction étant positive sur®™ :

$tof R, "t3 tg, 0£ t2e@(1-eH' g1 donc, comme : "t3 tg, 2 >0

$tol R, "t% tg, 0£ e @ (1 -eH" g t%
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 1

s ¥ dt L. , R L
Comme l'intégrale Q , converge, on peut donc écrire, d'aprés les théorémes de

+¥ _
comparaison des intégrales de fonctions positives que l'intégrale (‘a e al"(1— e t)"dt converge.

On peut alors conclure :

Pour tout ni [, I'intégrale définissant I1,(a) converge |

cOna:

[OEZON

o [P
=t

O
>

"xl R, (‘axe' atyt = soit :

o

== (1-e ).

D |~

" =0 (cara>0), on en déduit alors, par passage a la limite, que

(0]

Comme Iim
X® +¥

D |

I- \X -at — -
im Qe dt = =, et donc que :

X® +¥

lo@) =

-at
b) o Soit nl M™. Les fonctions t— - e? et t— (1 -eH" étant de classe C! sur [0, x] (x > 0),

on obtient, & l'aide d’une intégration par parties (on intégre la fonction t— e 2! et on dérive la

fonction t— (1 - e H™M :

X
. ) at(1- e Hu “at - o
(‘axe - eHNdt =& e d-e);,n (‘axe e t1- e H™ gt d'ou :

a UO a

@D D> D

-axXgq._ o X
e (1e)+

C e XL . N X _at. - tan-
"ni N ,(é(e at1. e Hdt = - —Qxeate t@a- e H™ tat
a

-ax(1 . axyn R
o Ona: lim ui—el= 0, et d’apreés la question 3a, pour nl [ et a strictement positif, 1,(a)
X® +¥
existe donc, en faisant tendre x vers +¥ dans I'égalité précédente :

"ni NI, @) =21, 1@ +1)
a
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ECRICOME 1997 Voie Eco

Exercice 1
c)Ona:
- n!
"nl N ,u,@)= - d'ou :
O @+K
k=0
n, (n-2)! . v .
= - S soit encore, en effectuant le changement d'indice k'=k-1 :
O@+K
k=1
_n. (n-1)! .
U E— d’ou

P(a+1+k
k=0
= 2 Up-1(a + 1).

Les suites (In(@)), i €t (un(@)), i Vérifient donc la méme relation de récurrence. Comme

ug(a) = lp(a), on peut donc conclure :

| " nl M, 1h(@) = un(@) |

4) a) Ona:
~ oN (’)\l F¥ _at - t\n s,y L, . L,
"Nl R, a l,(@ = a Q e (1- e ) dt donc, par linéarité de I'intégration, les intégrales
n=0 n=0
en présence étant convergentes :
) tyn0
= (‘a ge'a a (- e Hdt d’ou, en reconnaissant la somme des termes d’une
e n=0 %]
suite géométrique de raison 1 - e™*1 1 (t3 0) :
H® 1o (1- e HWO .
=Q ¢ at ¥+dt soit encore :
e et 2
=9 & @Dt gatg. ¢ N 0dt donc, par linéarité de I'intégration, les
intégrales en présence étant
convergentes (a > 1) :
¥ H¥ ) L
=Q e @ Digg - Q e at1- e HVdt  soit finalement :
=lpa-1)-In+1(a - 1).
Page 4 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation individuelle et privée sont
interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 1

D’apreés le résultat de la question 3a, on peut finalement conclure :

N
o o 1

"nl M, al,@=— -In+1(@ -1)
. a-1

b) D’apreés le résultat de la question 3c, on a donc :

N
R _ 1 )
nl R, rSoun(a) =TT un+1(a - 1).

Comme d’'aprés la question 1.c, la suite (Un(a))nim converge vers 0, on peut donc écrire que la

&n 0
. 0 1
suite cQ u, (@)= converge vers , et I'on peut donc conclure :
g K 5 a+l
€k=0 B innTM
La série de terme général un(a) converge, de somme
a+l
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 2

Exercice 2

1) o O est valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul de i3 1 (@) tel
que AX=0.0r,on a:

& o]
¢1 0 2¢

. &3 H

AX=0 U gE -2 6:)( =0 donc (L2—I 2L, - 3L1, Lz = 2L3—L1):

1, 5
%2 20
&’/ o0 220

0 % -4 6X=0 soit encore (L3 = 2Lz - Ly) :
o -2 3
a8 0 220 0

0 %0 -4 6X=0 d’ou, en posant X = gy :
o o &5

0 }X+22:0 et donc :
1-4y+6z=0

O Xi Vect &3,

me

On peut donc conclure :

& 40

0 est valeur propre de A, de sous-espace propre associé Eq = Vect (u) avec u = §3:
25

O % est valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul de M3 1 [@) tel que

e 160
A-—1-X=0.0r,ona:
€ 25

s (o}
g_ O 2;
2 ;
@ 1 . &3 5
%A-—I_X=O U QE -E 6+X=0 dOﬂC(L2—| 2L2-6L1,L3—| L3—L1)Z
€1 N
= -1 2=
2 [}
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 2

5
. ; 0 % a0
& 10 ~ C + N .+
--IkX=0U ¢c0 -5 0:X=0 d’ou, en posant X = Zy. :
g 29 c = é_
QO 0 O Zg
e [2}
11 _
0 _{§X+ZZ_O et donc :
{-5y=0
aeed 60
U

~ (;g _—
Xi Vect 22020,
&1

On peut donc conclure :

2 40

% est valeur propre de A, de sous-espace propre associé E;,, = Vect(v) avec v = éo:
15

o 1 est valeur propre de A si, et seulement si, il existe un vecteur X non nul de M3 ;@) tel que
(A-DX=0.0r,ona:

& o
¢O 2+
. 3 :
(A-DX=0 0 85 -3 6:X =0 donc (Lg = 6Lg - 2Ly) :
G o3
%2 Zﬂ
BD 0 20 a0
U gg -3 6+X=0 d’ou, en posanthéyi:
0 0 -3 20
]IZ:O
U i3 et donc :
{=X-3y+6z2=0
12
=00
O Xi Vect Z17-.
gOm

On peut donc conclure :

20
1 est valeur propre de A, de sous-espace propre associé E; = Vect (w) avec w = 91:

605
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 2

2) o u, v et w étant des vecteurs propres de A associés a des valeurs propres différentes,
la famille (u, v, w) est libre. Comme elle comporte trois vecteurs de iz () et comme
dimilz; ;@®) = 3, elle forme donc une base de M3z 1@). Comme Bi 3 @), on peut donc

conclure :

| Il existe un unique triplet (a, b, g) de réels tel que B = au + bv + gw |

1 De méme, comme, pour tout ni B, X, 43 1 @), on peut conclure :

Pour tout ni M, | existe un unique triplet (an, bn, &) de réels tel que X, = apu + b,V + gaw

la,=a
.I. “n
. woingx 1o @0

3) Montrons par récurrence que : " nl ™, [b, = S5 (bg - by) +2b.
i 5
i
fgn = do +ng

cAurangn=1.0On a:

X1 =AXp +B donc :

=A(@pgu +bgv+gw) +au +bv + gw soit encore :

=agAu +bogAv + gAw + au + bv + gw donc, par définition de u, v, w :

=au + g%(bo -2b) + Zb%ﬂv + (p + QW donc, par unicité des coefficients (a1, b1, 1) :
la; =a
|
{ _ad
by ===« (bg - by) +2b.
i 1 %2{25( o - b1)
%91 =0 tg

La propriété est donc bien vérifiée au rang n = 1.
la,=a
i

,.N
. a0

= Soit nl ™. Supposons que J|[bn = 6 (bg - by) +2b.On a:
; 5

i
Tgn - gO + ng
Xn+1 = AX, +B donc d’apreés la question 2. :
=A(@anu + bpv +gyw) +au +bv + gw soit encore :
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ECRICOME 1997 Voie Eco

Exercice 2
Xn+1 = anAu + bhAv + gh,Aw + au + bv + gw donc, par définition de u, v, w :
o 0 _— _
=au + gi b, + va + (g + QW donc, par unicité des coefficients
(@n+1, bn+1, Gh+1) -
}anﬂ =a
|L bhi1 = %bn +b d’ou, d’aprés I’hypothése de récurrence :

1
{gn+1 :gn+g

: apy —Aa

_[ abﬂ"‘l
|. bn+1 = 8_+ (bo - bn+1) +2b.
I 20

%gn+1 = gO +(n+1)g

Si la propriété est vérifiée au rang n, elle I'est donc également au rang n + 1.

« On peut finalement conclure :

la,=a
.I. n
R o)
"l W, J|[bn =30 bo- by +2b
1 gZﬂ
%gn = go +NgQ

4) a) (u, v, w) étant une base de M3 1 ([) constituée de vecteurs propres de A, on peut écrire,
en notant P la matrice de passage de la base canonique de M3 1) a la base (u, v, w) :

®,0 &0 ®4 -4 20
"nl W*, %7 =P, donc, commeP =3 0 1J:
s Sond f2 1 o

@4 -4 200,0
=3 0 1:%,. dou:
éz 1 Ogégnp

% 4(an, +by) +29,0
=¢ 3a,+ g, s
é 2a, +b, 5

Ainsi, la suite (Xn),my converge si, et seulement si, les suites (—4(an+bn)+29n)nm*,

(Ban + o)y~ et (2an +bp), ;= CONvergent.
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ECRICOME 1997 Voie Eco
Exercice 2

Or, d’apres le résultat de la question précédente, on peut écrire que les suites (an),jp~ €t
(bn),im> convergent (respectivement vers a et 2b). Ainsi, la suite (Xp),jm cOnverge si, et
seulement si, la suite (gh),jp*~ CONverge.

Supposons alors que g ne soit pas nul. D’apreés le résultat de la question précédente, on peut
alors écrire que la suite (gh),;n> @ une limite infinie. On peut finalement conclure.

La suite (Xn),;py CONverge si, et seulement si, le réel g est nul

b) (x,y, z) et (a, b, g étant les coordonnées respectives de la matrice B dans la base
canonique et dans la base (u, v, w) de 43 1), ona:

wdi ®4 -4 2080
y:=%3 0 1:5b> d’ou :

o

24 +b) +290
=% 3a+g soit encore :
é 2a+b

1-4a - 4b+2g=x

}3a+g:y donc :
%2a+b:z

-20-0- 42+ 20- 9 2=x
?a:—(y 0) d’ou :
::'a—z- 2a

%

-4y + 4g- 12z + 8y - 89 + 2g = 3x soit finalement :

_ X-dy+12%
— -

On peut finalement conclure :

La suite (Xn),;py CONverge si, et seulement si 3x - 4y + 12z =0

5) Supposons que la matrice B vérifie la condition nécessaire et suffisante de convergence de la
suite (Xn),im- Dans ce cas, les suites (an)yip*: (Bn)yip* €t (h),ipy= CONvergent respectivement

vers a, 2b et .
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Ainsi, en considérant I'expression des suites (an),ip*. (On)ip* €t (Cn)ip> déterminée dans la
@4 +b) +290
guestion 4a, on peut écrire que la suite (Xp),;py CONverge vers la matrice ¢ 3a+ g : Cette
é 2a+b g
limite dépend donc de la valeur de Xg, et ce quelle que soit la matrice B choisie. On peut donc
conclure :

| Quelle que soit la valeur de B, le couple (A, B) nadmet pas de position d’équilibre stable |
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Probleme

3.1. Comparaison de deux tarifications

1) Comme T; = aD, on peut écrire, par linéarité de I'espérance : E(Ty) = aE(D). Comme D suit

une loi exponentielle de paramétre a, on peut donc conclure :

E(T1) =§

2) o Par définition de To, ona To(W) =M™, et :

"nlM*, p(To=n)=p(n-1<D£n) donc, comme D suit une loi exponentelle de paramétre a :

N - -
=(Q.,ae atyt i.e. :
1
é -atl
= e Y dou :
e th-1
=_-gan 4 ga(n-1) soit finalement :

= e (1 - e?).

On peut finalement conclure :

| T, suit la loi géométrique de paramétre 1 - e™@

o On peut également conclure :

E(T2) =

_pa

[EEN
(9>}

3) a) o j est de classe C! sur Rf comme quotient, dont le dénominateur ne s’annule pas, de

fonctions de classe C* sur R;.

o De plus, d’apres les équivalents de référence, on peut écrire :

. t .
j (® 7 i dou :
limj (t) = 1.
t®0

Comme j (0) =1,j est donc continue sur®E*.
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o Enfin, on a :
. Lottt _
"t R,,j (D)= 1e—t2e soit encore :
(1-€9
_ 1-(1+te!
(1-e?’

Or, a I'aide d’un développement limité de la fonction exponentielle a I'ordre 2 au voisinage de
0, on peut écrire qu’il existe une fonction e de limite nulle en O telle que :

2
et=1-t+ % + 2 e(t) donc il existe une fonction g de limite nulle en O telle que :
2
(1+t)e-t:1-% + 2e (D) dou :
2
1-(1+t)e't:% - e (t) et donc :
2
1-@+t)et = % d’ou, comme 1 - et >t
- 1
1 (® 3 5

Ainsi, j " admet une limite finie en 0. Comme j est continue sur B* et de classe C* sur R}, on

peut donc conclure, d’aprés le théoréme de prolongement des fonctions de classe C?! :

j est de classe C! sur R*

b) D’aprés I'expression de j ' déterminée a la question précédente, on peut écrire que j est
du signe de y sur Ri. Or, y est dérivable sur B* comme somme et produit de fonctions

dérivables sur B*, et on a :

"R,y @) =-et+ @ +tet soit :
=tet dou :
"t R, y'(t) > 0.
Ainsi, y est strictement croissante sur B*. On a donc :
"t R,y () >y() soit :

> 0.
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Ainsi, y, donc j ', est strictement positive sur R;. j est donc continue et strictement croissante
sur B". Comme j (0) = 1 et lim j (t) = +=, on peut finalement conclure, d’apres le théoréeme de la
t® +¥

bijection :

| j réalise une bijection de B* sur [1, +e[ |

4) a) D’apreés le résultat de la question précédente, on peut donc conclure, comme a > 1 :

Il existe un unique réel ag strictement positif tel que j (ag) = a |

b) D’aprées le résultat des questions 1 et 2, on peut écrire :

E(T1) <E() U 2 < I 1 " soit encore, comme a >0 :
a -

~ a R . . L
U a< [ o2 donc, d’apres le résultat de la question précédente :

.e'
O j(o)<j(@) d’ou, j étant strictement croissante sur®™* :
U ag<a donc, en composant par la fonction t— % , strictement

décroissante sur R; :
o L1,
a ap

Or, comme D suit la loi exponentielle de parameétre a, la durée moyenne de communication (ou

espérance de D) est égale a i . On peut donc conclure :
a

La tarification T, est plus avantageuse que la tarification T; si, et seulement si, la durée

.. el L1
moyenne de communication est inférieure a — .
ap

5) Dans le cas ou a = 1,25, on peut conclure, en procédant par dichotomie a l'aide d’'une
calculatrice :

i = 2,15
ao
3.2. Etude d’un standard téléphonique
3.2.1. Cas d’une seule communication
1) Ona:
"tiR*, p(D>t)=1-p(DE£Et) donc, comme D suit une loi exponentielle de parametre a :
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. t
"tiR*, p(D>1t)=1- (‘g ae du ie. :
— é -aull 1A -
=1- Fy e 6 dou :
"tIR*, p(D>1t) = et
2) Ona:
& 0 & kqo
w7 D+|n>q - > L H -
kl [1, n], pg /In:%?+ pgD a- 5 soit encore :
2 an-kjo . . o
= pg > - p donc, d’apres le résultat précédent :
. &b_‘_l - 0 _aq(n k)
" ki [1, n],pg n /I :kji:e n
n n ﬂ
&  Kqo . . y .y
3) La famille 8éln = — (= constituant un systéme complet d’événements de probabilités non
e n mlEkEn

nulles, on peut écrire, d’apres la formule des probabilités totales :

N & 6 & koo & 0
pD + 1, >q) = a pgln = m+pgln = Fq;pgm'“m/ kg donc, d’aprés la loi de I, et le résultat
k=1 no N o
précédent :
G
-1 ae n d'ou
Ny=1
e 24

én. (eaq/n)k

k=1

Or, comme aq > 0, on a : e®" 1 1. Ainsi, en reconnaissant la somme des termes d’une suite

q
géométrique de raison e?", on peut écrire :

1 1§

gad
PO +In>0q) = =— "e* ]
1-e2n
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as 1 ag/ng” a ;
Comme e®r = —, et comme gne g — € 9, on peut finalement conclure :
gdn
1 @d-e290
PO + 1> ) = £ B8
§.¢210
. q cad q , R . . L
4) Comme Iim a o =0,0ona:l-e“n 7@ . D’apres le résultat de la question précédente, on
n® +¥

peut donc écrire :

PO +1n>a) 7 2o (1- ™),

On peut alors conclure :

. 1-e2d
Iim p(D+1,>0q) =
n® +¥ aq

3.2.2. Etude de I’'encombrement du standard a I'instant g

1) a) Sachant que I’évenement [Ng = r] est réalise, la variable aléatoire Cq est égale au nombre
de succes (une communication se poursuit au dela de I'instant q) dans une suite de r épreuves

indépendantes (les instants aléatoires ou les communications se terminent étant mutuellement

indépendants) a deux issues (une communication donnée se poursuit ou non au dela de
I'instant q) de méme probabilité de succés p. On peut donc conclure :

La loi conditionnelle de Cq conditionnée par I'événement [Ny = r] est la loi binomiale
de parametres r et p.

b) On a:

"ri F, " KO, r], p(ICq =K1 G [Ng=1r1) = p(Ng = r)p(Cq:k/Nq:r) donc, comme Ng suit la loi de
Poisson de paramétre q et
d’apreés le résultat de la
question précédente :
edq

= — Crp“q

r-k soit finalement :

-q k r-k
“ri M, K0, 1], p([Cq=KI G [Ng=1]) = /AL IE?((?%?)
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c) o Soient ki ™ et rl [0, k - 1]. Supposons que I'événement [Ny = r] soit réalisé. La loi
conditionnelle de Cq sachant [Ngq = r] étant la loi binomiale de parameétres r et p, I'événement [Cq

= k] ne peut donc étre réalisé. On a donc :
+¥
" KR, P(Cq =K = a p([Cq =KIC [Ny =r]) donc, d’aprés le résultat de la question
r=k
précédente :

¥ aq k r- k
e (p1) (99 soit encore :

- 3( KI(r - K)!

-q k +¥ r-k
= £ (COME G donc, en effectuant le changement d’indice r’ =r - k :

kKt 2 (r-K)!

-q k +¥ r
=2 (P9)” 5 (o) et donc (série exponentielle) :

kKl o

&9 (pa)*
= (pa) edd soit finalement, comme p=1-q:

k!

- k
"KM, p(Cq=k) = =D WIEFQ)

o On peut alors conclure :

Cq suit la loi de Poisson de parametre pq

: E(Cq) = pq. Par

2) a) D’apres le cours, comme Cq suit la loi de Poisson de parametre pg, on a

définition de p, on peut alors conclure

1-e2d

E(Cq) =

b) o Comme a> 0, ona: lim e3% = 0. On peut donc conclure
q® +¥

. 1
lim E(Cy) = =
q® +¥ ( q) a

o Comme : " ql R, -e"@% < 0, on peut également conclure :

n AT 1
g B, E(Cy < 5
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