Suites
Monotonie et nature

Monotonie et nature

Enoncés

1/ Soit (U,)n « la suite définie par :

{ u; = 2
n
VNeN*, u, 4 = U
k=1
a)Montrer que :

VYneN*, u,>1

b) Etudier la monotonie de (un)n .

2/ Etudier la monotonie de la suite (v,) , définie par :

{VOGR
vneN, v -5+12v}]°+vn

n+l =

3) a) Soit (u,), une suite telle que : lim(u,., -u,) =aou o désigne un réel non nul.
“ n - +oo

Quelle est la nature de la suite (u,), -

b) Soit (u,)n une suite strictement positive telle que la suite DJB—””D
un H\]N

converge vers o (a=1). Montrer que la suite (u,), est monotone a partir d’'un certain rang.

En déduire sa limite quand n tend vers +ooc.
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Correction

1/ a) Montrons par récurrence que : VneN*, u,>1

Aurang n=1  Comme u;=2, la proposition est vérifiée.
Soit neN*. Supposons que : Yke[[Ln], u.>1

Par multiplication d’‘inégalités dont les termes sont positifs, on peut alors écrire :

n A
Muc >1 dou :
k=1

Un+1>1
Ainsi, si la proposition est vérifiée jusqu’au rang n, elle I'est également au rang n+1.

On peut finalement conclure :

YneN*, u,>1

b) Comme : VYneN*, u,>0, on peut écrire :

n

u Il
vneN*, —n*l - k=1 donc :
Un Un

Un+y _ N71 rar
Vne([2, +oof , 1+ = Mu, d'ou :
Un k=1

VNER, +oof , 20+l 51,
Un

La suite (U,),+ étant a termes strictement positifs et comme u,=u;, on peut

finalement conclure :

La suite (Un)n = est croissante

2/ 0Ona:
VNeEN, Va1 - Vo = 12vP + 5 donc, comme VYneN, vi°>0 :
Page 2 Matthias FEGYVERES — Stéphane PRETESEILLE O EduKlub S.A.

Tous droits de l'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la
consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



Suites
Monotonie et nature

VneN, Vpyq - V>0 d’ou :

La suite (v,)n_ est croissante

3/ a) Supposons que la suite (U,), converge vers une limite réelle ¢ Dans ce cas, on a :

lim un4q = lim u, =7 d'ou :

n - +oo n - +oo

lim (un+1 —un): 0

n - +oo

Comme =0, il y a donc contradiction, et I'on peut donc conclure :

La suite (U,), diverge.

b) La suite (U,), étant a termes strictement positifs, il en est de méme de la suite

Cu_,, 0 , \ s .. s
+tn , donc d’apres le théoreme de prolongement des inegalités, on a : «>0.

OUn Dhow
Deux cas se présentent alors :

Si ac[0,1[. Dans ce cas, on peut écrire, en conséquence de la définition de la
limite :

u N
IneeN, Vn>ny, 1 <1 d’ol, comme Vn>ng, u,>0 :
Un

vnznO, Un+1SUn

Ainsi, la suite (u,), est décroissante a partir d'un certain rang. Etant positive, elle
converge donc vers une limite positive ou nulle, notée /.

Supposons que ¢=0. On a alors :

lim Un+1

. u
lim (—0tl) = N e donc :
no+o  Up lim up
n - +oo
/
= - 1.e
/
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Comme a=1, il y a donc contradiction, ce qui nous permet d’écrire ¢=0.

Si aclL+«[. Dans ce cas, on peut écrire, en conséquence de la définition de la
limite :

u
IneeN, Vn>ny, L >1 donc comme Yn>ng, u,>0 :
u
n

VN>Ng, Un+1>Up

Ainsi la suite (U,), est croissante a partir d'un certain rang et admet donc une

limite, finie ou infinie (et dans ce cas celle-ci est +0).

Or de méme que précédemment, la suite (U,), ne peut converger que vers 0 ce qui,

cette suite étant croissante et avec uy>0, est impossible et nous permet donc d’écrire
gu’elle diverge vers +oo.

On peut finalement conclure :

La suite (U,), est décroissante (resp. croissante) a partir d’un certain rang si

a€]0,1[ (resp. si ac]l,+oo[) et converge (resp. diverge) vers 0 (resp. +oo)
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