Suites
Suite homographique

Suite homographique

Enoncé

Soit (Uy)nen > 1a suite définie par u, :% et par la relation :

5u, +3
u, +4

YneN, Uy =

1) Montrer que la suite (u,),.y est bien définie (on montrera que ses termes sont tous
strictement positifs).

2) Soit f la fonction définie sur ]1— 4, +oc[ par :

5x+3

VX €] — 4, 4o, f(X)= a

a) Montrer que I'équation f(x)=x admet deux solutions distinctes aetg3 (a>p3) sur
1-4,+[ -

b) Etudier les variations de f sur R".

3) a) Prouver que la suite

u, — . £ - L -
”—a] est une suite géomeétrique dont on précisera la
Un — neN

raison.

b) En déduire que la suite (U,),.y cOnverge vers un réel A que I'on déterminera.

4) a) Montrer par récurrence que :
vneN, u, <Uy 4,
et que :
vneN, u, <a.

b) Retrouver ainsi le résultat de la question 2b.
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Correction

1) Montrons par récurrence que, pour tout ne N, la proposition P(n) : « u, existe et
u, >0 » est vraie.

i) Pour n=0. Par définition, u, existe et u, >0 donc P(0) est vraie.

ii) Soit ne N. Supposons P(n) vraie.

Comme u, >0, onadonc : u, +4 >0 donc u,,, existe. De plus, comme u, >0, on
a:bu,+3>0dou: u,,>0.

Ainsi, P(n+1) est vraie donc : P(n) = P(n+1).

iif) On peut donc conclure :

La suite (u,),.y €st bien définie et ses termes appartiennent a R”,

2) a) Soit x€]—-4,+o[.On a :

5x +3

fx)=x & -x=0 d'ou :

5X +3—X° —4X
X+ 4

0 donc :

s x> -x-3=0.

Or, I'équation x> —x -3 =0 admet A =13 pour discriminant, ce qui nous permet de
conclure :

f(x)_x<i>xe{1_\/E l+\/]§]

2 72
d’oll, comme 1-V1s 4.
L’éguation f(x) = x admet deux solutions distinctes dans
1+\/ 1-vJ1 3
1-4, +of, et /=
2
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b) f est dérivable sur R* comme fonction rationnelle définie sur R*, avec :

5(x+4)-(5x+3)

vx € R, f'(x)= 4y donc :
_ 17 d'ot
(X + 4)?
>0. et donc :

h est strictement croissante sur R*.

3) a) On a, par définition de la suite (u,),.y, de « et de g :

Su, +3 5a+3
U1 —a U, +4 a+4

vn e N, = donc :
Uy, —68 5Su, +3 58+3
u,+4 pg+4
vn e N, Uney — G+ 4 X @+ DB, +3) = Uy +HGa +3) donc, apres simplifications :

U1 — B8 a+4 B+4)0Gu,+3)—U, +4GBS+3)

_B+4 U,—«a
a+4 u,-p’

On peut finalement conclure, comme g8 = a :

u, —«o . p s .
n_] est une suite geometrique de raison
neN

U, —

5+4

La suite
a+4

NB : peut étre eut-il été judicieux de prouver au préalable (par récurrence) que :
vneN, u, =0.

b) D’apreés les cours, on a donc :

n
— 4 Up — N
vneN, -0 a:[ﬂ+ ] o~ d’ou :
u, — 3 a+4 Ug — 08
n
4 Uy —
vne N, un:a+(un—ﬁ)6+ .02 donc :
a+4 Ug — 08
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n n
VneN, unl_uO—Oé ﬂ+4 _ —/BUO [0 B+4
U —Bla+4 U —Bla+4
n
Comme a=p3,0na: vYneN, =2 a6+4] =1, dou
U —Bla+4

— 4
vneN, u, = o —flat =
1_u0—a 8+ 4
.|p+4 rany -
Or, comme 3<a etcomme a>-4,0na: 2 <1 dou:
«
5+4)
lim ] =0 ce qui nous permet de conclure :
n—+oo|l v + 4
La suite (u,),.y converge vers « :1+T V13
. 1 §+3 11 .
4)a)|)Pourn=0.Ona:uozzetulz1 =9 dou : u, >u,
S T4

Ainsi, la proposition est vraie pour n=0.

i) Soit ne N. Supposons que u, <u,,,. f étant croissante sur R* et la suite (u,),xy
étant positive, on a donc :

f(un) < f(un+1) d’Ol:l :
Uni1 < Unip-

Ainsi, si la proposition est vraie au rang n, elle I'est au rang n+1.

iii) On peut finalement conclure :

vneN, u, <u, 4
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De méme on montrerait par récurrence que :

vneN, u, <a

b) La suite (u,),.y €étant croissante et majorée par «, elle converge et, comme :

vneN, u,,, =f(u,) et comme f est continue sur R", sa limite ¢ est solution de
I’équation x=f(x) donc, d’aprés le résultat du 2a : ¢ € {a, 3}.

De plus, par récurrence, on montrerait que :
vneN, u, >0 donc, (u,),.y €étant croissante :
vne N*, u, >u, > 3 d’ou, par prolongement des inégalités :
L>ug > f3 donc :
t=p

On peut finalement conclure :

La suite (u,),.y converge vers a.
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