Séries
Nature d’une série

Nature d’une série

Enonceés

1) Déterminer la nature des séries dont le terme général est défini par :

a) vneN*,u,= 1-cos 8%9,

eng
-D" cosn
b) Vnen*,v,= £B_cosn.
ndn
1 ;
c) Vn32,z,= —- Inge n 2.
n en-1g

2) Soient o et 3 deux réels avec a<1. Etudier la nature de la série de terme général IR
n%In” n

3) Soient (u,), une suite réelle a termes positifs et p un entier naturel supérieur ou égal a 2. On

suppose gque la série de terme général y, converge. Montrer que la série de terme général y’
converge.

) ) ) . . &, O .
4) Soit (u,), une suite strictement positive telle que la suite ¢—= Soit convergente et telle que :
et gy

. u
lim - <1,
n®+¥ U,

a) Montrer que 3q € ]0,1[, 3Iny e N, ¥ n e[[no,+¥[[,0£u3—+l £q.
n
b) En déduire que la série de terme général u, est convergente.
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1) a)

b)

©)
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Corrections
On a: Iim 1. 0, donc d’aprés les équivalents de référence : u,~——-. Comme la série de
n® +¥ N 2n2
1 ) . .
terme général — converge (série de Riemann, 2>1), on peut alors conclure, d’aprés les
2n
criteres de comparaison des séries a termes positifs (en effet : YneN*, > 30):
2n
lLa série de terme général u, converge]
-1)" cosn 1
On a : VneN%*, ) £ .
n:}n an
1. \n
'|'( 1)" cosn|, 0
« 1 mhn . . 1 1
Comme VneN*,| et comme la série de terme général —— = converge
i nvn =
1, 0 2

|

tnvn
(série de Riemann), les regles de comparaison des séries a termes positifs nous permettent
(-D" cosn

nJn

alors d’écrire que la série de terme général converge, donc que la série de terme

. . . (D" cosn
général T converge absolument, et donc que :
n
L . D" cosn
La série de terme général —~————converge
m/n
1 -19 .
On a : Vne[2, ¥¥[ ,z,=— + Ingﬂ 9 soit encore :
n e N g
1 16
=+ Ina_al. - —9.
n e nNg

Déterminons alors un équivalent de z quand n tend vers +oc. Quand x est au voisinage
de O,on a:

2

X
In(1- x)=-x- - +0(x?) donc :
2
X 2 1A
x+|n(1-x):-7+o(x) dou :
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2
X . 1
X +In(1- X)— — et donc, comme : lim —=0
o 2 n®¥ N
1
Zn~T5 d’ou
2n
;o
n 2n2

Comme la série de terme général — (n3 1) converge (série de Riemann, 2>1), on peut alors
n

. . el o , . , N - . . .

écrire la suite .——_. étant positive et d’'apres les critéres de comparaison des séries a
&2 @i =

termes positifs, que la série de terme général -z, (n®2) converge, et I'on peut donc

conclure :

lLa série de terme général z, (n3 2) converge.|

2) Comme a <1, on a lim n? 1In®n=0 (croissances comparées). Comme 0<1, on en déduit alors :
n® ¥

$ngl N, " ndng, na'llnbn<1, d’ou en divisant par n® In® n>0 (pour n3 2) :

1 1
$ngl [2,+]," n3ng, —<—
N n?In°n
Ii 3 0
in .
Comme " nl [2,+¢[, : 1 5 0 et comme la série de terme général a diverge, les regles de
fn2 InPn

comparaison des séries a termes positifs nous permettent alors de conclure :

La série de terme général diverge
n? In° n

3) Comme la série de terme général u, converge, on a : Ig@m¥ u,=0. Par définition de la limite d’'une
N® +:

suite, on peut donc écrire la suite (u,),;, €tant a termes positifs :

$NI'N, " n®N,0£ u,£1 donc la fonction x® xP 1 étant croissante sur R* :
$NI'N, " n3N,0f£ u,Pt£1 d’ou en multipliant par u, 3 0 :
$NI'N, " n3N,0£ u,P £ u,
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Comme la série de terme général u, converge, on peut donc conclure, d’apres les criteres de
comparaison des séries a termes positifs :

La série de terme général u,, P converge

. I . 0 . .
4) a) Soit ! la limite de la suite ?ﬂ+ . Comme /€[0,1], il existe g€]0,1[ tel que : O£ /<<l
e Un gy

(+1 " _— o
(par exemple : qu). De plus, d’aprés la définition de la limite, on peut écrire :

u , 0 -
$nyl N, " n3ngy, =% <q, et donc la suite gaﬂ+ étant positive :
Un eUn gy

$9€]0,1[, 3neeN, " nen,, +¥[, Of Ulr]+1 £q

n

b) Comme (u,) ., estune suite strictement positive, on peut alors écrire :

" k3ng, O<u ™ £qu, soit, en multipliant ces relations membre & membre pour k= ny a
k=n-1 (n>ny) et en divisant la relation obtenue

par Upgs1 Upgsz --.o U =0

n>ng, 0<un £qn' nOuno i.e. :
" l"no

n>ng, O<un £q" ~
q 0]

Comme gl {,18, on peut écrire que la série de terme général d' converge, donc que la série de

£z Ung . N . L . .
terme général d' o converge également. Les régles de comparaison des séries a termes positifs

q
nous permettent alors de conclure :

La série de terme général u, converge.
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