Fonctions
Continuité, dérivabilité

Continuité, dérivabilité
Enoncé

1) Soit h la fonction définie sur R* par :

a) Montrer que h est continue sur R*.
b) Montrer que h est dérivable sur R".

c) h est-elle de classe C* sur R* ?
2) Déterminer, pour tout neN*, la dérivée n°™ des fonctions:

a) x® xP(pl N*),
b) x> Inx

1
C) X —.
X
3) Soit | un intervalle de R. On dit que f est lipschitzienne sur | si
$ki RL," (x,¥)1 I2,|f (x)- f (y)| £k|x -yl
a) Montrer que toute fonction lipschitzienne sur | est continue sur |I.

b) Soient a et b deux réels tels que a<b. montrer que toute fonction de classe C* sur [a, b] est
lipschitzienne sur [a, b].
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Correction

. * . . 1 . * o
1) a) h est continue sur R, en tant que produit et composée (X — — est continue sur R, a
X

valeurs dans Ri et sin est continue sur Rj) de fonctions continues sur Rj. De plus, on a :

I .1 -
X | R+,-1£sm;£1 donc en multipliant par x23 0 :

"x1 RY,-x2£h(x)£x2,

D'aprés le théoreme de I'encadrement, on a donc : lim h(x) =0= h(O), donc h est continue en O,
x®0

ce qui permet de conclure :

h est continue sur R".

;. * . , 1 ;. * <
b) h est dérivable sur R, en tant que produit et composée (X — — est dérivable sur R, a
X

* . , . * - , . * N
valeurs dans R, et sin est dérivable sur R, ) de fonctions dérivables sur R, et I'on a :

" XT ]R’:’ M = Xsini_
x-0 X

De méme que précédemment, on obtient alors :

PO h(x)- h(O
x| R+' -X £ M

x-0

jim D)= 10) _
x®0 X-0

£ X et donc d'apreés le théoréme de I'encadrement :.

Ainsi, h est dérivable en 0 (avec h'(0)=0), et I'on peut donc conclure :

h est dérivable sur R*.

c) Ona:

"x1 R},h () :2xsin§— cos%.

. 1 . 1 .
Comme Il(r';)nox sm; =0 (cf. supra) et comme la fonction x ® cos; n‘admet pas de limite en O,
X

on peut alors écrire que h' n‘admet pas de limite en 0, donc n'est pas continue en 0, ce qui nous
permet de conclure :

h n'est pas de classe C' sur R*.
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2) a) Soit f, x> xP f, est ce classe C sur Ret "xI }R,f‘; (x) = pxP1, d'ou en raisonnant par

récurrence :

b)

©)

3) a)

b)

"nl [1,p],"x1 R,fén)(x):(p?—!n)lxp'”et"nT [p+1,+¥[," x1 ]R,fén)(x) =0.

. * ~ * 1 N .
Soit f:xPH Inx. f est de classe C sur R, et "xI| R,,f (x) = — d'ou, en raisonnant par
X

récurrence :
7 T omr n- 1!
"nl N*, "x1 RY, |n<”>(x):(-1)”'1¥
X
. 1 * * " ~ * ' 1 S
Soit f:xr —. f est de classe Csur R} etsur Ry et: "xI Rf (x):-;, d'oll en
raisonnant par récurrence :
" * . * (n) _ n n!
nT N°,"xT R™, " (x) = (-1) e
Soit f une fonction |lipschitzienne sur | et xoT L. On peut écrire
$k1 R, " x1 I,|f(x)- f(x0)|£k|x- Xo|. Or on a : "kl R, lim k|x - x| =0 donc f est

X® Xo
continue en Xx,, et donc : f est continue sur .

On peut maintenant conclure :

|T0ute fonction lipschitzienne sur | est continue sur I|

Soit f une fonction de classe C' sur [a, b]. f' est continue sur [a, b], donc bornée sur ce
segment. On en déduit alors : "M 1 R;," x1 ga, bg,|f (x)| £ M.

or, f étant de classe C' sur [a, b], on peut écrire que f est continue sur [a, b] et dérivable
sur Ja, b[. Comme il existe McR tel que :"t1 ga, by, rf (t]| £ M, l'inégalité des accroissements

finis nous permet alors d'écrire :
" (x,y)T [a, b]2, xty, f();) I/(y) £EM soit en multipliant cette expression par |x - y| >0:

"(x,y)T [a bR, x* y,|f(x)- fly] EMx- y| et donc, cette relation étant également vérifiée

pour x=y :
"(x,y)T [abP,[f(x)- fly] £M}x - y].
On peut maintenant conclure :
|Toute fonction de classe C' sur [a,b]est lipschitzienne sur [a,b]|
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