1)

2)
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Nombres complexes

Enonceés

R - R -el20 i -el20
a) Soient a| Ret bi R\{2kp. ki 7} . Déterminer A, o= % ot A, &2 & _°
ib + ib +
81' e g 81' e g
R R . @ +e@d . @ +ed
b) Soient al Ret bl R\{(2k +1)p,k | Z} . Déterminer A 9—e_b7 et A, Q—G_bT.
§1+e” 4 §1+e® 4

Soit al C\R". Montrer gu’il existe un unique nombre complexe b avec Ae(b)>0 tel que b2=a.

Soit x un nombre réel. Déterminer I'expression de cos’x et de sin*x en fonction des
(cos(kx)) 1gkg4 -

n
On note, pour tout neN et pour tout XeR, S, (X)= & cos(kx) . Déterminer, pour tout nl N et pour

tout xI R, une autre expression de S,(x).

Soit n un entier naturel. Déterminer I'ensemble des réels x solutions du systéme :
1 cox = cos(nx)

i . .

1- sinx = sin(nx)
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Nombres complexes

Correction
1) a) EOna:
|i - ii |i
et g2 g 2 _g2
— = X donc, d’apreés les formules d’Euler :
1- eIb iE R iE iB
& -2 sing—g
=2 _x_—€<¢ et donc :
2 -2isin2?
€25
sin29
a-b
gz,? 0.
S.naéi(?
&2 5

On peut alors écrire :

sin®@%c0s 2 8- bo
e?0 "Tg25 Tk 2 5

o )
w0

b g soit encore daprés les formules trigonométriques
o 0
b smg—T
usuelles :
. a®a-bod ab o
sing ++ smgz—
= ‘;3 - €co soit finalement :
. 0
25mg—+
e2g
SinaQa - bo
8 - el 2 1
A C - - = e 9 _—
e ib + . b
§1- Py 2sin= 2
2
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Nombres complexes

B De méme, on a :

i sin205in @b o
. @ -e?0 p o . . .
A, & = T= 20 8 2 o soit encore, d’aprés les formules de trigonométrie
§1- eP 4 . a0
sm8E+
[4]
usuelles :
ab o &a-bo
COSC—+- COS¢ -
e2g e 2 g e
= — soit finalement :
. a0
2sing-+
e2g
cos22 9. cosf;aéZa - bd
A B -e0_ gZﬂ e 2 g
mgl' e® 5 2sin2
2
b) Ona:
l+ e|a l_ el(a+p)
5= D donc en substituant a +p a aet b+p ag dans les résultats
1+e® 1. G
de la question précédente :
i iy tp) - (b +p)s
:A o +e” o: g 2 B+1
T ST
: € 2 5
: cosaEb +p 6 a@(a +p)-(b +p)9 soit encore :
| amre"o €2 5 & 2 5
e’ 2sin@ *P 0
| € 2 5
! smaéza “b*po
.:.A aa_+eia0_ & 2 B+i
FUSLreTs g @ R0 2
’{ € 2 3
I os® PO s -b P
ip@+e"0 82 5 & 2 o
20m G b~ DA
! 1+e’g 2sin PO
| § 2 o
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Nombres complexes

T . Po_
ISII’](;X+§— COSX
et donc, comme : "xT R, | € 2
) po
COS(;X +—==-38inXx
{77¢& 24
a2a - b _ .
@ iel0 g 2 1 & +e” o ?Smgza bg' S'ngdlqc')
Aecs: ibi: e b g+_etAm(‘ ib+:(; ;3
g1+e’p 2cos 2 elreg ¢ 2c0s 2.9 ;
8 8221 ]

2) Soient r 1 R* et ql l0,2p[ tels que a=r e'd. a nétant pas un réel négatif ou nul, ona: r 1 0 et
qt p.

O Ona:

4 4
a=Jre2Jre 20.

Deux cas se présentent alors :

q
1= R ..
o si gl [0, p[. Posons alors b=1/r—e 2 D'aprés @, on a : b2=a. De plus, comme Ae(b)=1/r—cos%9,
ecg

et comme | 0, Bg, ona: A, (b)>0.
2 e 29
id
° si ql Jp,2p[ Posons alors b= Jre 2, Daprés @, on a: b2=a. De plus, comme

A (b)=- J_cosg— et comme %I ﬂg pg, ona: A, (b)>0.

Dans tous les cas, on peut donc écrire qu’il existe un nombre complexe b de partie réelle
strictement positive tel que b2=a.

O Supposons alors qu’il existe deux nombres complexes b=r e'd (r I R*, ql [O,Zp[) et c=ne"
(ml RY, 11 [O,Zp[) de parties réelles strictement positives tels que b2=c2=a. b et ¢ ayant une
€

partie réelle strictement positive, on a: (r,m)l Ri et : (q,1)1 go UHZ 2p8 Comme b2=c2,

on a: r 2e2d=ppe?il
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Nombres complexes

Deux nombres complexes égaux ayant le méme module, on peut alors écrire : r 2=n2, donc,
ret m étant strictement positifs : r =n. De plus, deux nombres complexes égaux ayant des

arguments égaux a 2p prés, on a 2q=2l[2p], donc: gqg=l[p], dou, comme
é 5 03 é

(q,1)! é)BA .,—p 2pa : q=I .
€ 26 02 g

b et ¢ ayant méme module et méme argument, on a donc : b=c. On peut désormais conclure :

|II existe un unique nombre complexe b de partie réelle strictement positive tel que b2=a|

3) A l'aide des formules d’Euler, on peut écrire :

soit, en développant cette expression a l'aide de la formule du binbme :

1 ) . o _ai . ) N )
=16 (e +4e*™+6+4e " +e™) soit encore, d’aprés les formules d’Euler :
1 .
= 6 (2c0s4x+8c0s2x+6) soit finalement :
" 4. 1
x| R, cos ng (cos4x+4cos2x+3)
4) Ona:
" n n on ikx on ix \k H
o neN, " xI R\{ka, kil Z} ,ae“=aeE) soit en remarquant la somme des termes
k=0 k=0
d’une suite géométrique de raison e*! 1 :
1_ ei(n+1)x
:1—iX soit encore, en mettant en facteur au
-e
numérateur et au dénominateur les
« exponentielles moitiés » :
(n+2_1)x _i(n +1) X i (n+1)x
e' e 2 -e 2 .
= i.e.
X X i—
e'E e 2 _ e 2
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Nombres complexes

(n+1)x .(n+1)x
el 2 e 2
n I’l_X .
" neN, " xI R\{2kp, k1 7}, e~ =e 2 - 2 - soit enfin, d’aprés les formules
k=0 i— -i=
e 2 - e 2
2i
d’Euler :
3(n +1)xu
—e2 € 2 0
-
Slng—+
e2g
. " neN, " xl {2kp,kT Z} , é e = é 1 soit :
k=0 k=0
= n+1.

. Or,on a: "neN, " x| R, cos (kx)=A . (e"). On en déduit alors :

n
"neN, " xlI R, S,(x) = & cos(kx) soit
k=0
&~ ) ) L
=3 A.(e™ soit encore, 'opérateur partie réelle étant linéaire :
k=0
no
_a, Bhemxd,
=0 @

D’aprés ce qui précede, on peut alors écrire :

& e(n+1)xu0
) Nk P
"neN, " xI R\{2kp, kT 7}, S,()= A g & = U e
X0
é sing—~+

e2g g

. é(n+Dxu
Sln8~—2 H inx
=——= = “A.(e?) et donc :
. ax 0
sinG=~
29
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Nombres complexes

. é(n+1)xu
20 axo
"neN, " xI R\{2kp,kT 7} , S,(0)= — —COSG—~
. X0 e<g
sing—=+
e2g

Or a I'aide des formules classiques de trigonométrie, on peut écrire :
N - ¥ 0 e é 0 .
neN, " xI R\{2kp,k1 7}, sin SMECOS@Q: 1 |ngwg+ Sm(?(_c:l:l et donc :
e 2 u e2 g 2 e e 2 u 62%

sine(zn +1)xu

n “ 1 8 2 H
neN, " xI R\{2kp,k1 7}, S.(0=5 + _
2 Sing—g
e2g
De méme, ona : " neN, " xl {2kp,kT 7}, S,(0)=A ¢ (n+1)=n+1. On peut désormais conclure :
: . sin §(2n ;1)x§
f*xT R\{2kp,k1 2},S,(0)=2+—=2=_F
"neN, i 2 osi ax 6
i Sing—-
i §25
| ~ a
i"xT {2kp,kT Z},S,(x)=n+1

5) Par unicité des parties réelle et imaginaire d’'un nombre complexe, on a :

icosx = cos(hx) - . . .
i . . U cosx - isinx = cos(nx) +isin(nx) soit encore :
1- sinx =sin(nx)

1nx donc, deux nombres complexes étant égaux,
si et seulement si, ils ont le méme module et
le méme Argument et comme :

([a)
D
<
1
D

"yl R,|e'iy| = |ei”y =1

O $k1 Z,nx =-x +2kp dou :

U $kT Z,(n+1x =2kp soit finalement, comme n+11 O :

- ~ 12k ~ 0

0 x1 122 k1 z¥.

Tn+1 %
On peut finalement conclure :
. . i cos x = cos(nx i 2k -
L’ensemble des réels solutions du systéeme : | | . (nx) est }—p,k | Zu
1- sinx = sin(nx) Tn+1 [V3
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