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Enoncés 
 
 
 

1) a) Soient α ∈R et ∈β R\{ }2 ,k kπ ∈ ¢ . Déterminer eℜ 
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b) Soient α ∈R et ∈β R\{ }(2 1) ,k kπ+ ∈ ¢ . Déterminer eℜ 
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2) Soit a∈C \ −¡ . Montrer qu’il existe un unique nombre complexe b avec eℜ (b)>0 tel que b²=a. 

 
3) Soit x un nombre réel. Déterminer l’expression de cos4x et de sin4x en fonction des 

(cos(kx)) 4k1 ≤≤ . 

 

4) On note, pour tout n∈N et pour tout x∈R, S n (x)= ∑
=

n

0k
)kxcos( . Déterminer, pour tout n∈N et pour 

tout x∈R, une autre expression de Sn(x). 

 
5) Soit n un entier naturel. Déterminer l’ensemble des réels x solutions du système : 





=−
=

)nxsin(xsin
)nxcos(cox

. 
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Correction 
 
 
 
1) a) n On a : 
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 donc, d’après les formules d’Euler : 
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On peut alors écrire : 
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 soit encore d’après les formules trigonométriques 

usuelles : 
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n De même, on a : 
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 soit encore, d’après les formules de trigonométrie  
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b) On a : 
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 donc en substituant πα +  à α et πβ +  à β dans les résultats 

de la question précédente : 
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et donc, comme : ∈∀x R, 
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2) Soient ρ +∈ ¡  et θ ∈ [ [π2,0  tels que a=ρ ei θ . a n’étant pas un réel négatif ou nul, on a : ρ ≠ 0 et 

θ ≠ π . 
 
o  On a : 

 

a= 2
i

2
i

ee
θθ

ρρ �. 

 
Deux cas se présentent alors : 

 

� si θ ∈ [ [π,0 . Posons alors b= 2
i

e
θ

ρ . D’après �, on a : b²=a. De plus, comme eℜ (b)= 




 θ

ρ
2

cos , 
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2
θ

∈ 





2
,0

π
, on a : eℜ (b)>0. 

 

� si θ ∈ ] [ππ 2,  Posons alors b=- 2
i

e
θ

ρ . D’après �, on a : b²=a. De plus, comme  

eℜ (b)= 




 θ

ρ−
2

cos , et comme 
2
θ

∈ 



 π

π
,

2
, on a : eℜ (b)>0. 

 
Dans tous les cas, on peut donc écrire qu’il existe un nombre complexe b de partie réelle 
strictement positive tel que b²=a. 
 
 

o  Supposons alors qu’il existe deux nombres complexes b=ρ ei θ  ( ρ ∈R+, θ ∈ [ [π2,0 ) et c= λµ ie  

( µ ∈R+, λ ∈ [ [π2,0 ) de parties réelles strictement positives tels que b²=c²=a. b et c ayant une 

partie réelle strictement positive, on a : ( µρ, )∈R*
+  et : ( ), λθ ∈

3
0, , 2

2 2
π π

π   
      

∪ . Comme b²=c², 

on a : ρ ²e 2iθ = λµ i2e² . 
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Deux nombres complexes égaux ayant le même module, on peut alors écrire : ρ ²=µ ², donc, 

ρ et µ  étant strictement positifs : ρ =µ . De plus, deux nombres complexes égaux ayant des 

arguments égaux à 2 π  près, on a 2θ =2λ [2 π ], donc : θ =λ [ π ], d’où, comme  

(θ ,λ )∈ ∪ 









 π

ππ
2,

2
3

2
,0  : θ =λ . 

 
b et c ayant même module et même argument, on a donc : b=c. On peut désormais conclure : 
 
Il existe un unique nombre complexe b de partie réelle strictement positive tel que b²=a  

 
 
 
3) A l’aide des formules d’Euler, on peut écrire : 
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 soit, en développant cette expression à l’aide de la formule du binôme : 
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4) On a : 
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∀ n∈N, ∀ x∈R\{ }2 ,k kπ ∈ ¢ , 
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 soit enfin, d’après les formules 
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� Or, on a : ∀n∈N, ∀x∈R, cos (kx)= eℜ (eikx). On en déduit alors : 
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D’après ce qui précède, on peut alors écrire : 
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∀n∈N, ∀x∈R\{ }2 ,k kπ ∈ ¢ , Sn(x)=  
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Or à l’aide des formules classiques de trigonométrie, on peut écrire : 

∀n∈N, ∀ x∈R\{ }2 ,k kπ ∈ ¢ , sin 
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 et donc : 
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De même, on a : ∀n∈N, ∀ x∈{ }2 ,k kπ ∈ ¢ , Sn(x)= eℜ (n+1)=n+1. On peut désormais conclure : 
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5) Par unicité des parties réelle et imaginaire d’un nombre complexe, on a : 
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On peut finalement conclure : 
 

L’ensemble des réels solutions du système : 
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