Calcul matriciel
Recherche de puissances

Recherche de puissance né

Soit M la matrice définie par:

gel 00 09
c-1 4 1 -2+
M = N
€2 1 2 -13
§1 21 0y

1) a) Déterminer les réels A tels que M-\l ne soit pas inversible.

b) Pour chacune de ces valeurs de ), déterminer I'’ensemble des matrices X de
M, 1 (R) telles que MX=AX.

2) Soient H et H’ deux matrices réelles carrées d’ordre 4, écrites sous la forme de blocs :

a0
a 06 -
H:QC A+a\/e(3:O:(O 0 O), C=9b+eA=(ai,j)1£i£3 e:
& p §c+ £ j£3
7]
aa'0
o e
oo Savec:0=(0 0 0),C'=5bTetA = (@, )i
QC' A : b 3
€ p §0,+ 1€ j£3
7}
Vérifier que :
>l 006
HH' = ~avec:C'"=C+AC.

&t AAG

3) Montrer que, pour tout neN*, il existe une matrice colonne U, a trois lignes telle que :

) a1 -20

n el 00 C +
M = U Vn;avec:V:gl 2 -1=
n" @ £ 1 0y

4) On considere la matrice W définie par : W=V-215.
a) Calculer W? et W3,

b) Calculer, pour tout neN, W".

c) Expliciter, pour tout n¢N, la matrice V".

5) a) Soit X I'unique matrice colonne telle que MX=X et dont la premiére composante vaut
1. Calculer, pour tout neN, M"X.

b) On considére les trois suites (a,)._, (b,)n_et (c,)n_telles que :

6@;10
"nl N, U, =¢b, -

e

Déterminer, pour tout ne€N, une expression de a,, b, et c,, en fonction de n.
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Recherche de puissances

Correction

1) Soit A€R, M-Al, est non inversible si, et seulement si,

des solutions X non nulles. Or, on a:

Calcul matriciel

I'équation (M-A1,)X=0 admet

Ly « Ly):

L,-2L, et Ly 2, -2L,):

Vect

éé- ? 0 0 090
M-2,)x=00 &1 407 Lo donc (L
- = . = «
¢ ¢2 1 2.2 -1f 4
§1 2 1 -2
8&- I 0 0 09
~ C 2 1 2-1 -1 _ N
0 X=0 d'ou (L
¢ 1 2 1 - f( 2
é- 1 4-1 1 -2
&A- | 0 0 06
S5 2.1 2-3 0%
¢ , X =01
g +2 (2-1Y 2-1 07
-1 41 1 -2
Deux cas se présentent alors :
Si A=2. 1 devient :
21 00 O 0 8&(9
10 ¢ > 01 0~ _X 0 donc, en posant X = P L
¢4 00 O
£1 21 25 *:
ix=0
0 t-5x+z=0 d'ou
Lo x+2y+z-2t=0
0 :'X: =0 et donc :
12y-2t=0
2000
991‘:
X eVect gg e
§§1%
Ainsi, M-21, est non inversible, et I'ensemble des matrices telles que MX=2X est
e
Gel
¢Co*

églm
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Si A=2.lTdevient (L, = (2-1)L, - 2l - 3)L3) :

@ 1- | 0 0O 09

. 202 - - 1)3 N
1o §20°-2+2) 2@ |)2 0 0+ _,

¢ | +2 2-1)> 2-1 oZ

-1 4- | 1 -2

La matrice précédente étant triangulaire inférieure, I’équation n’admet de
solution non nulle que si I’'un de ses coefficients diagonaux est nul, donc comme A=2, si

et seulement si, A=1. Dans ce cas, | devient :

geo 0O 0 09 89(
. c2 2 0 0+ _ Gy~
TU ¢ X=0 donc en posant X =
¢3 11 07 P TGt
-1.3 1 -25 é ty
i-2x+2y =0
0] }3x+y+z:O d’ou
Lox+3y+z-2t=0
Ix=y
10 tz=-4x et donc :
t=-x
aee 100
&1
(; =
X eVect . f
el 00
9 "Z
Ainsi, M-I, est non inversible, et I’ensemble des matrices telles que MX=X est Vect (;g 45
& 12
On peut alors conclure :
1 et 2 sont les seules valeurs de X telles que M-I, soit non inversible, et les
ensembles de
el 00 2000
GC —: 9917:
matrices telles que MX=X et MX=2X sont respectivement Vect gg - et Vect g(éo:_
£ 15 1
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2) Par définition des matricesHet H’, on a :
A 0O O 0@ O O 0 ¢
G a1 a2 @zed a;n’ a2’ a3t

HH' = % Cpor , , - donc :
az1 az2 a3.b azi' azy' apz'.
éc azy ag2 a3 éc' azy’ agp’ aszz'y
® 1 0 0 0o b
g : : .3 .8 .3 =
Ca+aja+a; ,b'+a, 3¢ Q adg;’ A Ak’ A s’
¢ k=1 k=1 k=1 .
=¢ : : .3 .3 . 3 -
b +ay a%ay b +a3C A A kdki’ A k2 A k3"
¢ k=1 k=1 k=1 -
& : : .3 .3 . 3 o~
éc +ag d+agb'+azsC’ @ AzkAks’ A AzkAkz2' A Az3kAk3'E
k=1 k=1 k=1 %]
Or,ona:
gag By, Ay a0
C+AC'= d3+ + Qa2’1 a2,2 a2’3 _(;b'— donc :

&5 gas,l Az, asg gcg
(a;@ +ay ja+ay pb'+ay 5¢'0
= ¢a +ayja+a, b'+a, 3¢+ et:

ga +agja+ag b'+as 3C'y

3 3 3 4
&O L] o L] o IQ
Ca a1 A QA2 A ks
k=1 k=1 k=1 )
&3 .3 .8 =z
AA'=CQ arrari’ A k2 A k3
Ck=1 k=1 k=1 -
¢g .8 .3 o
A Bk 1 A B2 A Bk
=1 k=1 k=1 [}
On peut finalement conclure :
& 006 .
HH'= &, ,LouC'=A+AC
C'' AA'gG
3) Montrons par récurrence, que pour tout neN*, il existe une matrice colonne U, a trois
. , @&l 06
lignes telle que : M :§ nI-
Un v (%}
. & 10
T 1 el 00 c - - L4z
Au rang n=1. Par définitionde M,ona : M =¢ -, avec U; =£2 .. La propriété est
éU; Vg él +
o
donc bien vérifiée au rang n=1.
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Soit neN*. Supposons qu’il existe une matrice colonne U, a trois lignes telle que :

, @l 060
M" = + Ona:
U, V'
MM = M"M donc d’aprés I’hypothése de récurrence :
&l O6oba:el 006 . , . L.
= niC = donc, d’aprés le résultat de la question précédente, en
gUn V'géUs Vg

substituant U, aC,VvV"aA,U;aC etVaA’ :

& 1 (O] .

= T d’ou
gUn +V"'U; V'V
1 0 0

OB

nt VU VY

Comme U,+V"U; est une matrice colonne a trois lignes, on peut alors écrire,
en posant U,.;=U,+V"U,, que la propriété est vérifiée au rang n+1.
On peut alors conclure :

Pour tout neN*, il existe une matrice colonne U, a trois lignes telle que :

Mn_ael 09
fu, v

& 1 -29
4)a)CommeW=V-2|=gl 0 -1+
&2 1 -24

On peut alors écrire :

@ 1 -26@ 1 -2p

W2=g1 0 -1%1 0 -1% d’ou
&2 1 -2%2 1 -25
Aa 0 - 1'9
W2=¢o 0 0+
& 0 -1
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On adonc :
8@ 1 233& 0 -16
W2=¢l 0 -10 0 0= donc :

& 1 -2 0 -1

® 0 0
W?=¢%0 0 0=

% 0 0y

4) b) Le produit de toute matrice par la matrice nulle étant nulle, on peut donc conclure :

® 0 00
"nl [3+¥[W"=¢0 0 O
0 0 0

On a de plus :

ad 0 00
Wo=¢o 1 0
%0 0 1y
& 1 -20
Wi=dl 0 -15
g 1 -2
ad 0 -15
W2=¢o 0 0-
& 0 -1
c)Ona:
B 0 0p
Vo= 1 0% et:
& 0 1
& 1 -2p
V=gl 2 -1%
&2 1 0y
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De plus, on a V=W+2l. Les matrices W et 21 commutant (i.e. W(21)=21W), on peut
donc écrire, d’aprés la formule du bindme de Newton :

n
"ni [2,+¥[V" = é ckon-kwk donc, comme : "nl [3,+¥[[W" =0
k =0

=2"1+n2" W +n(n- )2"3*W?  dou
gn +D2"+n(n- )2™° n2"t - n2"- n(n-102"° 9
=¢ n2"! 2" - n2"! +
g n2" +n(n- 2" n2"!' (@- n)2"- n(n- 1)2”'33j

Les cas n=0 et n=1 rejoignant le cas général, on peut alors conclure :

gén+l)2”+n(n- D2™3 n2™t - n2"-n(n-1)2"° 9
vneN,V" =¢ n2"! 2" - n2"? -
g n2"+n(n-2"°%  n2"! (1- n)2"- n(n- 92" %

5) a) Montrons par récurrence que : YneN*, M"X=X.

. Au rang n=1. D’apres la définition de X, la propriété est bien vérifiée au rang n=1.
. Soit neN*. Supposons que : M"X=X. On peut alors écrire, en multipliant a gauche par M :

M""tX=MX donc d’aprés la définition de X :
=X.
Ainsi, la propriété est vérifiée au rang n+1.

.On peut alors conclure :

VneN*, M"X=X.

b) D’apres le résultat de la question 3, on a :
&l 0

, el 0 ¢cl= ) .

vneN*, M ZEU ,= donc, comme X:Q 45 (cf. question 1b) et d’aprés le
n 9 -l
£ 15

résultat des questions 4c et 5a :

891 0 0 0 %1 0 gel 0
e 69 h+D2" +n(n- D2"3 n2"! - n2"- nn- D23 tl+_cl=
an n2"-1 2" - n2nt _9 4_ ¢ 4_
§cn 2" +n(n- 1)2"°  n2"! @-n)2" - n(n- 1)2“'3% 1y é 1y
soit encore :
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Ta, +(n+12" +n(n- 12" 3 - 2"t + 2" +n(n - 12" 3 =
YnenN*, ib, +n2™t - 22 2™t =g soit finalement :

Fep +n2" +n(n- 1272 - 2™+ (n- 2" +n(n- 1273 = -1

la, =-2"- nn- 1)2"2 +1
Vnc—'N*,}bn =(4-n)2" - 4

feh=2"-nn- H2"2 -1
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