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HEC-ESCP-LYON MATH II 1998 1

ANNALES DE MATHEMATIQUES 1998

HEC-ESCP-LYON : MATH II

CORRIGE

PARTIE−I

QUESTION−1

1−a)

R = aX + (1− a)Y . Les variables X et Y sont indépendantes, donc les variables aX et
(1− a)Y le sont aussi.

V (R) = a2V (X) + (1− a)2V (Y )
= 2a2 + 4(1− a)2

= 6a2 − 8a + 4.

1−b)

h′(x) = 12x− 8 = 4(3x− 2). Le tableau de variations de h est

x 0 2
3 1

h′(x) − 0 +

h 4 ↘ 4
3

↗ 2

h admet un minimum absolu pour x = 2
3 .

Il y a un seul portefeuille dont le rendement
est à variance minimale ; c’est (2

3 , 1
3).

QUESTION−2

2−a)

C’est du cours : E(Z) = N + 1
2 ; V (Z) = N2 − 1

12
.

Mais on demande de calculer V (Z) : calculons.
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2 HEC-ESCP-LYON MATH II 1998

E(Z2) =
N∑

k=1

k2

N
= 1

N

N∑

k=1

k2

= 1
N
× N(N + 1)(2N + 1)

6 =
(N + 1)(2N + 1)

6
V (Z) = E(Z2)− (E(Z))2

=
(N + 1)(2N + 1)

6 −
(

N + 1
2

)2

=
(N + 1)(2N + 1)

6 − (N + 1)2

4

=
2(N + 1)(2N + 1)− 3(N + 1)2

12 = 4N2 + 6N + 2− 3N2 − 6N − 3
12

= N2 − 1
12

.

2−b)

X suit la loi uniforme sur [[1, 5]] ; E(X) = 3, V (X) = 2.
Y suit la loi uniforme sur [[1, 7]] ; E(X) = 4, V (X) = 4.

2−c)

(2X + Y ≤ 8) =
8⋃

k=3

(2X + Y = k)

C’est une réunion d’événements deux à deux incompatibles.

p(2X + Y ≤ 8) =
8∑

k=3

p(2X + Y = k)

p(2X + Y = 3) = p(X = 1, Y = 1) = 1
5 ×

1
7 = 1

35
par indépendance ;

p(2X + Y = 4) = p(X = 1, Y = 2) = 1
5 ×

1
7 = 1

35
par indépendance ;

p(2X + Y = 5) = p((X = 1, Y = 3) ∪ (X = 2, Y = 1)) = 1
35 + 1

35 = 2
35

par incompatibilité ;
p(2X + Y = 6) = p((X = 1, Y = 4) ∪ (X = 2, Y = 2)) = 1

35 + 1
35 = 2

35
par incompatibilité ;

p(2X + Y = 7) = p(X = 1, Y = 5) + p(X = 2, Y = 3) + p(X = 3, Y = 1)
= 3

35 par incompatibilité deux à deux ;

p(2X + Y = 8) = p(X = 1, Y = 6) + p(X = 2, Y = 4) + p(X = 3, Y = 2)
= 3

35 par incompatibilité deux à deux ;

p(2X + Y ≤ 8) =
8∑

k=3

p(2X + Y = k) = 12
35

.

Le rendement de variance minimale est : R0 = 2
3X + 1

3Y d’après 1−a).

p(R0 ≥ 3) = p(2
3X + 1

3Y ≥ 3)

= p(2X + Y ≥ 9) = 1− p(2X + Y ≤ 8)
= 1− 12

35

p(R0 ≥ 3) = 23
35

.
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HEC-ESCP-LYON MATH II 1998 3

QUESTION−3

3−a)

R = aX + (1− a)Y
E(R) = aE(X) + (1− a)E(Y ) = 2a + 4(1− a) = 4− 2a.

E(R) ≥ 3 ⇐⇒ 4− 2a ≥ 3 ⇐⇒ a ≤ 1
2
.

V (R) = a2V (X) + (1− a)2V (Y ) = 2a2 + 4(1− a)2

(par indépendance des variables aX et (1− a)Y )
V (R) = h(a).

D’après le tableau de variations de h, h est décroissante sur [0, 2
3 ], donc sur [0, 1

2 ],

puisque 1
2 ≤

2
3
.

h admet donc sur [0, 1
2 ] un minimum absolu en x = 1

2
.

Il y a un seul portefeuille dont le rendement R

est à variance minimale et vérifie R / E(R) ≥
3. C’est

(1
2 , 1

2).

3−b)

p(R0 ≥ 3) = p(X + Y ≥ 6) Or X et Y sont deux variables de Poisson
indépendantes, donc X + Y suit la loi de Poisson de paramètre 2 + 4 = 6.

p(X + Y ≥ 6) =
+∞∑
n=6

e−6 6n

n! = 1− p(X + Y ≤ 5) = 1− F6(5).

p(X + Y ≥ 6) = 0, 55.

PARTIE−II

QUESTION−1

1−a)

On sait que |cov(X, Y ) | ≤
√

V (X)× V (Y ) dans tous les cas de figure.

Au cas où le lecteur ignorerait ce résultat, rétablissons le dans le cas général où V (Y )
(ou V (X)) est non nulle, par exemple V (Y ) est non nulle.

∀λ ∈ R, V (X + λY ) ≥ 0, puisque c’est une variance.

Or V (X + λY ) = λ2V (Y ) + 2λ cov(X, Y ) + V (X).

C’est un trinôme en λ, toujours positif, c’est-à-dire du signe du coefficient de λ2 : ce
trinôme a donc au plus une racine réelle, c’est dire que son discriminant est négatif
ou nul.

∆ = 4
(

cov(X, Y ))2 − V (X)V (Y )
)
≤ 0 ⇐⇒ (cov(X,Y ))2 ≤ V (X)V (Y ).

On peut prendre la racine carrée : les nombres sont positifs ou nuls ;
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4 HEC-ESCP-LYON MATH II 1998

(cov(X, Y ))2 − V (X)V (Y ) ≤ 0 ⇐⇒
√

(cov(X, Y ))2 ≤
√

V (X)V (Y )
⇐⇒ |(cov(X,Y )) | ≤

√
V (X)V (Y ).

Donc, ici, |c | ≤ √
12 = 2

√
3.

1−b)

R = aX + (1− a)Y
V (R) = a2V (X) + (1− a)2V (Y ) + 2a(1− a) cov(X,Y )

= 4a2 + 3(1− a)2 + 2ca(1− a)
= 7a2 − 6a + 3− 2ca2 + 2ca.

V (R) = (7− 2c)a2 + 2(c− 3)a + 3.

1−c)

Posons h(a) = (7− 2c)a2 + 2(c− 3)a + 3.

h′(a) = 2a(7− 2c) + 2(c− 3) = 2((7− 2c)a + c− 3).
|c | ≤ 2

√
3 ⇐⇒ −2

√
3 ≤ c ≤ 2

√
3

⇐⇒ −4
√

3 ≤ 2c ≤ 4
√

3 car 2 > 0

Or 4
√

3 < 7, car 16× 3 < 49. Donc 2c < 4
√

3 < 7.

Il s’ensuit que 7− 2c > 0

h′(a) = 0 ⇐⇒ a = c− 3
2c− 7

. Il s’agit de savoir si c− 3
2c− 7 ∈ [0, 1].

• Si c > 3, c− 3
2c− 7 < 0 car c− 3 > 0 et 2c− 7 < 0 ; donc c− 3

2c− 7 6∈ [0; 1].

• Si c ≤ 3, c− 3
2c− 7 ≥ 0 ; comparons c− 3

2c− 7 à 1.

c− 3
2c− 7 − 1 =

c− 3− (2c− 7)
2c− 7

= 4− c
2c− 7 = c− 4

7− 2c
< 0.

Car c ≤ 3 =⇒ c− 4 < 0. Or 7− 2c > 0,

donc a0 = c− 3
2c− 7 ∈ [0, 1].

Il y a deux tableaux de variations différents :

• c ∈ [3; 2
√

3]. (h est strictement croissante).

a 0 1

h(a) 3 ↗ 4

Le minimum est obtenu pour a = 0 ; donc 1− a = 1.

• c ∈ [−2
√

3; 3].
h′(a) ≥ 0 ⇐⇒ (7− 2c)a + c− 3 ≥ 0

⇐⇒ a ≥ 3− c
7− 2c

( car 7− 2c > 0)

⇐⇒ a ≥ a0.

a 0 3− c
7− 2c

1

h′(a) − 0 +

h(a) 3↘ mc ↗ 4

Le minimum est obtenu pour a0 = 3− c
7− 2c

; 1− a0 = c− 4
2c− 7

.
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En résumé :

Pour c / 3 ≤ c ≤ 2
√

3, le portefeuille dont le rendement est de variance
minimale est (0, 1). Son rendement est R0 = Y .

Pour c / − 2
√

3 ≤ c ≤ 3, c’est ( c− 3
2c− 7 , c− 4

2c− 7).

QUESTION−2

2−a)

On a facilement, sous-forme de tableau, la loi du couple. A l’intersection de la ligne
numéro i et de la colonne numéro j se trouve p(X = i, Y = j).

Y \ X 0 4

4 1
2

1
4

8 0 1
4

On obtient les lois de X et de Y comme lois marginales, c’est à dire que :

∀i ∈ X(Ω), p(X = i) =
∑

j∈Y (Ω)

p(X = i, Y = j).

∀j ∈ Y (Ω), p(Y = j) =
∑

i∈X(Ω)

p(X = i, Y = j).

Un calcul très simple donne :

X suit la loi uniforme sur {0, 4}.
Y (Ω) = {4, 8} ; p(Y = 4) = 3

4
, p(Y = 8) = 1

4
.

2−b)

Les calculs sont simples ; ils donnent :

E(X) = 2, V (X) = 4 ; E(Y ) = 5, V (Y ) = 3 ;

cov(X,Y ) = E(XY )− 10 = 16 + 32
4 − 10 = 2.

En effet, rappelons que E(XY ) =
∑

i∈{0,4}
j∈{4,8}

i× j × p(X = i, Y = j).

Dans notre cas, il ne reste pour i× j 6= 0 que les produits 4× 4 = 16 et 4× 8 = 32 avec
les probabilités respectives 1

4 et 1
4

E(XY ) = 16 + 32
4 = 12.

2−c)

Nous sommes dans les conditions de la première question avec

cov(X, Y ) = 2 ∈ [−2
√

3, 3].

Le rendement à variance minimale est obtenu pour le
portefeuille (1

3 , 2
3). Son rendement est R0 = 1

3X + 2
3Y.

2−d)
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6 HEC-ESCP-LYON MATH II 1998

p(R0 ≥ 3) = p(1
3X + 2

3Y ≥ 3)

= p(X + 2Y ≥ 9)
= p((X + 2Y = 12) ∪ (X + 2Y = 20))

union d’événements incompatibles .

On vérifie sans peine, avec le tableau du couple (X, Y ), que X + 2Y ne peut prendre
au plus que les valeurs 8, 12, 16, 20.

Voir ci-dessous le tableau du couple (X, 2Y ):

2Y \ X 0 4

8 1
2

1
4

16 0 1
4

Or (X = 0, Y = 16) est impossible, donc (X + 2Y )(Ω) = {8, 12, 20}.
p(X + 2Y ≥ 9) = p(X + 2Y = 12) + p(X + 2Y = 20)

= p(X = 4, Y = 4) + p(X = 4, Y = 8)
= p(X = 4).

p(R0 ≥ 3) = 1
2
.

PARTIE−III

QUESTION−1
R = xX + yY + zZ

V (R) = x2V (X) + y2V (Y ) + z2V (Z) + 2xy cov(X,Y ) + 2xz cov(X, Z)+
2yz cov(Y, Z).

V (R) = 7x2 + 7y2 + 4z2 + 2xy − 8xz − 8yz.

QUESTION−2

2−a)

Sur H, z = 1− x− y. Donc sur H,
V (R) = 7x2 + 7y2 + 4(1− x− y)2 + 2xy − 8(x + y)(1− x− y)
V (R) = 7x2 + 7y2 + 4(1 + x2 + y2 − 2x− 2y + 2xy) + 2xy

−8(x + y) + 8(x + y)2

= 11x2 + 11y2 + 4− 8x− 8y + 10xy − 8x− 8y + 8(x2 + y2 + 2xy)
= 19x2 + 19y2 + 26xy − 16x− 16y + 4.

Or z = 1 − x − y d’une part ; d’autre part z ≥ 0, donc 1 − x − y ≥ 0, soit x + y ≤ 1. Or
(x, y, z) ∈ H, donc x ≥ 0, y ≥ 0 ; on obtient donc les conditions : x ≥ 0, y ≥ 0, x + y ≤ 1,

soit finalement (x, y) ∈ K.

∀(x, y) ∈ K, V (R) = f(x, y).

Déterminer un portefeuille dont le rendement est
de variance minimale revient donc à minimiser f

sur K.
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HEC-ESCP-LYON MATH II 1998 7

2−b)

Utilisons les notations de Monge.

p(x, y) = 38x + 26y − 16
q(x, y) = 38y + 26x− 16.

2−c)

Recherche d’extrema éventuels sur R2, qui est une partie ouverte.

Si on en trouve, on regardera s’ils sont dans K ou non.

• Recherche des points critiques.

Les points critiques (x, y) sont solutions de : p(x, y) = q(x, y) = 0, soit
{

p(x, y) = 0
q(x, y) = 0 ⇐⇒

{
19x + 13y = 8 L1 ←− L1 + L2

32
13x + 19y = 8

⇐⇒
{

x + y = 1
2

13x + 19y = 8 L2 ←− L2 − 13L1

⇐⇒




x + y = 1
2

6y = 3
2

⇐⇒




x = 1
4

y = 1
4
.

• Recherche des extrema.

Pour (x, y) = (1
4 , 1

4),

r(x, y) = r = 38
s(x, y) = s = 26
t(x, y) = t = 38.

Remarque : La fonction f est de classe C2 sur R2, donc d’après le théorème de
Schwarz s(x, y) existe.

s2 − rt = (13× 2)2 − (2× 19)2 = 4(169− 361) < 0.

f admet un extremum en (x0, y0) = (1
4 , 1

4), qui est bien dans K.

De plus r > 0, c’est donc un minimum.

f(x0, y0) = 19
8 + 26

16 −
16
2 + 4 = 0.

2−d)

D’après ce qui a été dit dans le b), le point en lequel il y a minimum est le portefeuille
cherché, car (x0, y0) ∈ H.

Il existe un portefeuille dont le rendement est de
variance minimale, c’est ;

(1
4 , 1

4 , 1
2), soit R0 = 1

4X + 1
4Y + 1

2Z.
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8 HEC-ESCP-LYON MATH II 1998

2−e)

Il suffit de développer 3(x− y)2 + 4(x + y − z)2.

F (x, y, z) ≥ 0. donc elle admettra un minimum s’il existe un point (x, y, z) / F (x, y, z) = 0.
Comme F (x, y, z) est la somme de deux termes positifs ou nuls, cette quantité sera
nulle si et seulement si les deux termes sont nuls. Sur H (où x ≥ 0 et y ≥ 0) cela
donne donc le système :



x− y = 0
x + y − z = 0
x + y + z = 1

⇐⇒




x = y
2x = z

2x + z = 1

⇐⇒




x = y
2x = z
2z = 1

⇐⇒




z = 1
2

x = y = z
2 = 1

4
.

On retrouve le résultat précédent.

PARTIE−IV

QUESTION−1

1−a)

tUMU = ( x y z )




1 c c
c 1 c
c c 1







x
y
z




= ( x y z )




x + c(y + z)
c(x + z) + y
c(x + y) + z




= x2 + y2 + z2 + 2c(xy + xz + yz).

V (T ) = x2V (X) + y2V (Y ) + z2V (Z) + 2xy cov(X, Y ) + 2xz cov(X, Z)+
2yz cov(Y, Z)

= x2 + y2 + z2 + 2xyc + 2xzc + 2yzc.

V (T ) = tUMU.

1−b)
M est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Recherche des valeurs propres de M .

Soit λ une valeur propre de M et U un vecteur propre associé.
tUMU = tU(MU) = tU(λU) = λtUU = λ(x2 + y2 + z2).

Or tUMU = V (T ) ≥ 0, donc λ(x2 + y2 + z2) ≥ 0.

Comme x2 + y2 + z2 > 0, puisque (x, y, z) 6= (0, 0, 0) (U =




x
y
z


 est un vecteur propre),

on conclut que λ ≥ 0.
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1−c)

λ est valeur propre de M si et seulement si la matrice M − λI n’est pas
inversible.

• Supposons c 6= 0

M − λI =




1− λ c c
c 1− λ c
c c 1− λ




L3 ←→ L1

∼



c c 1− λ
c 1− λ c

1− λ c c


 L2 ←− L2 − L1

L3 ←− cL3 + (λ− 1)L1 (c 6= 0)

∼



c c 1− λ
0 1− λ− c c− 1 + λ
0 c2 + c(λ− 1) c2 − (λ− 1)2




=




c c 1− λ
0 1− λ− c c− 1 + λ
0 −c(1− λ− c) (c− λ + 1)(c + λ− 1)




L3 ←− L3 + cL2

∼



c c 1− λ
0 1− λ− c c− 1 + λ
0 0 (c + λ− 1)(2c− λ + 1)


 .

La matrice est triangulaire supérieure ; elle n’est pas inversible si et
seulement si l’un des termes diagonaux est nul.

λ est valeur propre si et seulement si λ = 1− c ou λ = 1 + 2c.

Remarque : Comme c 6= 0, ces valeurs sont distinctes.

• Supposons c = 0

M = I3 ; elle n’admet que λ = 1 comme valeur propre.

Si c = 0, il y a une seule valeur propre λ = 1.

Si c 6= 0, il y a deux valeurs propres λ = 1− c et λ = 1+2c.

Recherche des sous-espaces propres de M .

Si c = 0, la matrice M = I3 est diagonalisée ; il y a un seul sous-espace propre : R3.

Si c 6= 0, notons Eλ le sous-espace associé à la valeur propre λ.

U =




x
y
z


 ∈ Eλ si et seulement si (x, y, z) est solution de




c c 1− λ
0 1− λ− c c− 1 + λ
0 0 (c + λ− 1)(2c− λ + 1)







x
y
z


 =




0
0
0


 .

Soit



cx + cy + (1− λ)z = 0
(1− λ− c)y + (c− 1 + λ)z = 0

(c + λ− 1)(2c− λ + 1)z = 0.
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Détermination de E1−c.

Pour λ = 1− c, le système précédent équivaut successivement à :{
cx + cy + cz = 0

0 = 0 ; c(x + y + z) = 0 ; x + y + z = 0 car c 6= 0

E1−c =
{

U =




x
y
z


 / z = −x− y

}

=
{

U =




x
y

−x− y


 / (x, y) ∈ R2

}

E1−c = vect
(




1
0

−1


 ,




0
1

−1




)
.

Détermination de E1+2c.

Pour λ = 1 + 2c, le système précédent équivaut successivement à :{
cx + cy − 2cz = 0
−3cy + 3cz = 0 ;

{
c(x + y − 2z) = 0

c(y − z) = 0

;
{

x + y − 2z = 0
y − z = 0 car c 6= 0

; x = y = z.

E1+2c =
{

U =




x
y
z


 / x = y = z

}

=
{

U =




x
x
x


 / x ∈ R

}
.

E1+2c = vect
(




1
1
1




)
.

1−d)

λ ≥ 0 ⇐⇒
{

1− c ≥ 0
1 + 2c ≥ 0

⇐⇒ −1
2 ≤ c ≤ 1.

Donc c ∈ [−1
2 , 1].

1−e)

V (R) = x2 + y2 + z2 + 2c(xy + yz + zx) avec x + y + z = 1 d’après 1−a)
= x2 + y2 + z2 + c(xy + yz + yz + zx + zx + xy)
= x2 + y2 + z2 + c(y(x + z) + z(y + x) + x(z + y))
= x2 + y2 + z2 + c(y(1− y) + z(1− z) + x(1− x))
= x2 + y2 + z2 + c

(
(x + y + z)︸ ︷︷ ︸

=1

−(x2 + y2 + z2)
)

= (1− c)(x2 + y2 + z2) + c

= (1− c)
(
(x− 1

3)2 + (y − 1
3)2 + (z − 1

3)2 + 2
3 (x + y + z)︸ ︷︷ ︸

=1

−3
9

)
+ c

= (1− c)
(
(x− 1

3)2 + (y − 1
3)2 + (z − 1

3)2
)

+ 1
3(1− c) + c.

V (R) = (1− c)
(
(x− 1

3)2 + (y − 1
3)2 + (z − 1

3)2
)

+ 1 + 2c
3

.
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V (R)− 1 + 2c
3 = (1− c)

(
(x− 1

3)2 + (y− 1
3)2 + (z− 1

3)2
)
≥ 0, car c < 1 et (x− 1

3)2 + (y− 1
3)2 +

(z − 1
3)2 ≥ 0.

Donc V (R) ≥ 1 + 2c
3

.

V (R) sera minimum si et seulement si (x− 1
3)2 + (y− 1

3)2 + (z− 1
3)2 = 0, ce qui équivaut

à (x− 1
3)2 = (y − 1

3)2 = (z − 1
3)2 = 0, donc à x = y = z = 1

3
.

Il existe un unique portefeuille dont le rendement est de
variance minimale ;

c’est (1
3 , 1

3 , 1
3) ; il correspond à R0 = 1

3(X + Y + Z).

QUESTION−2

2−a)

E(X) = E(Y ) = E(Z) = 5 et V (X) = V (Y ) = V (Z) = 5
2
.

Pour utiliser les résultats précédents, considérons

X ′ =
√

2
5X, Y ′ =

√
2
5Y, Z ′ =

√
2
5Z.

Alors E(X ′) = E(Y ′) = E(Z ′) =
√

2
5E(X) = 5

√
2
5 ,

et V (X ′) = V (Y ′) = V (Z ′) =
(√

2
5

)2

× 5
2 = 2

5 × 5
2 = 1. Les variables X,Y, Z sont

indépendantes, donc X ′, Y ′, Z ′ aussi. Les covariances des variables prises deux à deux
sont égales, car elles sont nulles ; on peut appliquer les résultats de la question 1.

Nous sommes dans le cas précédent de la question 1−d), avec c = 0, donc
c ∈ [−1

2 , 1]

Si nous notons R′ = xX ′ + yY ′ + zZ ′, alors R′ =
√

2
5R.

D’autre part, nous savons que V (R) = 5
2V (R′) ; R sera de variance minimale si

et seulement si R′ est de variance minimale.

Or on sait que R′ sera de variance minimale si et seulement si x = y = z = 1
3
.

Le portefeuille (1
3 , 1

3 , 1
3) donne le rendement R′0 = 1

3(X ′ + Y ′ + Z ′).

Donc le portefeuille (1
3 , 1

3 , 1
3) donne R0 = 1

3(X + Y + Z).

V (R0) = 1
9

(
V (X) + V (Y ) + V (Z)

)
= 1

9 × 3× 5
2 = 5

6
.

2−b)

La variable T = X +Y +Z suit la loi binomiale de paramètres (30, 1
2), puisque

chacune des variables suit la binomiale de paramètres (10, 1
2) et puisqu’elles

sont indépendantes.

Nous pouvons approcher cette variable par une autre qui suit la loi normale de
paramètres (15, 15

2 ).
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1
3(X + Y + Z) ≥ 4 ⇐⇒ T ≥ 12.

La variable T ∗ = T − 15√
15
2

est centrée réduite et peut être approchée par une variable

qui suit la normale centrée réduite d’après le théorème de la limité centrée.

Faisons cette approximation, c’est-à-dire considérons que T suit la loi normale
N (15, 15

2 ).

(T ≥ 12) ⇐⇒
(
T ∗ ≥ 12− 15√

15
2

)

p(T ≥ 12) = p(T ∗ ≥ 12− 15√
15
2

)

= 1− p
(
T ∗ ≤ −3√

15
2

)

= 1− Φ
( −3√

15
2

)

= Φ
(

3√
15
2

)

( car Φ(x) + Φ(−x) = 1)

= Φ
(√

18
15

)

= Φ
(√

6
5

)
.

.

p(R ≥ 4) = Φ
(√

6
5

)
= 0, 86.
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