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électronique est interdite.
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Notations
Dans tout le probléme, # désigne un entier supérieur ou égal 4 2,
Toutes les variables aléatoires, considérées dans chaque partie de ce probléme, sont des variables aléatoires discrétes

définies sur un méme espace de probabilité (12 4, 7).
Si X et ¥ sont des variables aléatoires admettant des moments d’erdre 1 et 2, E(X) désigne 1’espérance de X, F(X) sa
variance et cov(X, ¥} la covariance de X et de ¥. On rappelle I'inégalité : |cov{X, ¥} < 1/V{){)V(r) .

Un gestionnaire investit un capital parmi # actifs, notés A, , Az, .., A, (par exemple des actions), disponibles sur le
Marché Boursier. Les rendements 4 un an de ces actifs, exprimés en pourcentage , sont des variables aléatoires Ry, R,
.- » R, admettant des moments d’ordre 1 et 2. Par exemple, si I'actif A, a rapports 6%, R, prend la valeur 6,

Le gestionnaire constitue un portefeuiile, ¢’est-a-dire un n-uplet (x1 .rz,...x,,) tel que, pour tout i de {1, n}, x; est un

n
réel positif ou nul et tel que qu = 1. Chaque coefficient x; représente la proportion du capital investie dans "actif
f=]
A;. Par exemple, si » vaut 3 et si le gestionnaire investit un quart du capital dans ’actif A, la moitié du capital dans
11

. . . 1
Pactif A; et Je quart du capital dans 1'actif A5 , le portefeuille vaut [I EI] ;

Si (rl,xz,..,x,,) est un portefeudille donné, le rendement {en pourcentage) de ce portefenille est la variable aléatgire

1"\’=Z’l::rczj'2l .
=1

Notre gestionnaire prudent désire minimiser les risques ct recherche pour cela les portefeuilles dont le rendement R est
de variance minimale, sous certaines hypotheses.
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Partie 1

Dans cefte partie, n vaut 2 ¢t les rendements des actifs A; et A, sont notés respectivement X et ¥

1) On suppose que Vet ¥ sont des variables aléatoires indépendaates telles que : V{X)=2, ¥{¥)=4.

a) Pour un réel a de [0,1], on considére Ie portefeuille (21— a) de rendement R. Calculer V(R).

b} On définit sur R la fonction 4 par : A(x) = 6x° — 8x + 4 . En émdiant les variations de A sur [0,1], montrer
qu’il existe un unique portefeuille A déterminer dont le rendement est de variance minimale.

2) a) Soit N est un entier non m et Z une variable aléatoire de loi uniforme sur [I, N] ~N.
v
. NN +I{2V +1

Donner la valeur de £(Z) et caleuler F(Z). On rappelle :Z k= (—2(_1_._)_ .

k=1
On suppose que X et ¥ sont des variables aléatoires indépendantes telles que X suit la lof uniforme sur [L3]AaNety

Ia lot uniforme sur [, 7]~ N

b) Donner les valeurs de £(X), V(X), E(¥) ¥(¥).

c) Cailculer P(2.X +Y <8} . On considére le portefeuille dont le rendement R, est de variance minimale.
Calculer la probabilité que ce rendement R, soit supérieur ou égal 4 3.
3) On suppose dans cette question que X et ¥ sont des variables aléatoires indépendantes telles que X suit [a loi de
Poisson de paramétre 2 et ¥ la loi de Poisson de paramétre 4.
Notre gestionnaire, tonjowrs prudent, vent de plus constituer un portefeui!ls dont le rendement est en moyenne
supérieur ou égal 4 3.

a) Montrer que, parmi les portefeuilles dont le rendement R vérifie : E(R) > 3, celui dont le rendement est de

variance minimale est [;-—B - On note R le rendement de ce pontefeuille.

b) Calculer la probabilité que ce rendement Ry, soit supérieur ou égal 3. On donne : Fo(5)=045, 0t F; estla
fonction de répartition de ia loi de Poisson de paramétre 6.

Partie 2

Dans cette partie, # vaut 2 et les rendements des actifs A, et A, sont notés respectivement X'et ¥ .

1) On suppose que X et 1 des variables aléatoires telles que : V() =4, ¥(¥)=3, cov(X,Y) =c, ofl ¢ estun réel

donné.

2) Montrer quel’ona: |¢|< 243

b} Pour un réel @ de [0,1], on considére le portefeuille (a,l - a) de rendement R.

Montrer que 'ona: F(R)=(7 - 2c}a® + 2{c —3)a +3.

¢) Montrer qu’il existe un unique portefeuille dont le rendement est de variance minimale. On déterminera ce
portefeuille en fonction de ¢, en distinguant les deux cas : ¢ € [—2\5 L3 [ et ¢ 6[3, 2J§] .

2} Dans cette question (X.F) est un couple de variables aléatoires discretes dont {a loi conjainte ¢st donnée par :

P(X=0,}’=4)=%, P(X=4,Y=4)=P(X=4,Y=8):%,

a) Déterminer les lois marginales de Y et de Y.

b} Calculer les valeurs de £(X), V(X), EY). V(r} cox,7).

¢} Déterminer e portefenille de rendement de variance minimale, On note R, le rendement de ce portefeuille.
d) Calculer la probabilité que cz rendement R, soit supérieur ou égal 4 3.
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Partie 3

Dans cette partiz, » vaut 3 ef les rendements des actifs A; , Az et Ay sont notés respectivement X, Yet 7.
On suppose de plus : V(X )=V ¥} =7, ¥V(Z}=4, cowX.¥Y)=1 cowX,Z)=cov(¥ Z)=—-4,

1} La fonction F et I'ensemble ff sont définis comme suit :
pour tout (x,3,2) de R, Fex,y,z)=Tx* + 7" +428 + 2 -8 -8z, H={ (xpn2) e (R’ ,x+y+z=1}.
On considére le rendement R =xX +yY +zZ . Montrer : ¥(R)=F(x.y.z} .

2) Notre gestionnaire, cherchant 3 constituer un portefenille de rendement de variance minimale, veut déterminer le
minimum (s’il existe} de la fonction & sur ’ensemble & .

a) La fonction fet I'ensemble K sont définis comme suit :

pour tout (x,)/) de R?, frx,y)=19x" +19y” + 260y — 16x — 16y +4, K= { (x)) e (R)*,x+p<1 }.

Montrer que le probléme du gestionnaire équivant 4 déterminer le minimum (sl existe) de /sur £

b) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 2t 2 de f'sur R? |

©) Montrer que fadmet un minimum local sur R atteint au point (xo0) que I'on déterminera. Calculer F (xo. yo) .

d) En déduire qu’il existe un portefenille a déterminer de rendement de variance minimale.

€) Maontrer : pour tous réels x, yet z, F(x, wz}= B(x - y)2 + 4(x +y— z}1 , 6t retrouver [¢ résultat du d).

Partie 4

Pans cette partie, # vaut 3 et les rendements des actifs A, , A; et A, sont notés respectivement X, ¥et Z .

1) Onsuppose : V{X)= V(N =K2Z)=1, cov(X. V) = cov(X.Z) = cov(¥,Z) = ¢, ot ¢ est un réel donné.
l ¢ ¢
On considére la matrice a coefficients réels d’ordre 3 : M =| ¢ 1 el.

c ¢ 1

2) On noie M;,; (R) I"espace vectoriel des matrices réelles ayant 3 lignes et 1 colonne. On considére un élément de

x
M; (R): U =|y| etlavariable aléatoire - T'=xX + y¥ + zZ.

z,

Montrer que Uon a : V(T}="U MU, ob ‘U désigne la transposée de U.
b) Montrer que Af est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

¢) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de M, (On distinguera lescas: ¢=0etc=0).
1
d) Endéduire: ¢ 5[75’1} .

e} Onsuppose: c=1 . On considere le portefeuille (x,y,z) de rendement R.

Montrer que l'on a - (R} =(1- ){[r—%}z +(y—%)2 +{z--_1'-j1}+ Lile

3 3 3

Ea déduire qu’il existe un unique portefenille a déterminer de rendement de variance minimale.
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2) On suppase dans cette question que X, ¥ et Z sont des variables aléatoires indépendantes suivant la loi binomiale de

1
paramétres 10 et 5
. . .. 11 . . .
a) Montrer que le portefeuille de rendement de variance minimale est (%Eg) . Déterminer la variance de ce
rendement.
b) Quelle est la loi de X+1+Z ? En déduire, 4 I’aide de la loi normale, une approximation de la probabilité que le
rendement R du portefeuille ci-<dessus soit supérieur ou égal 4 4. On donne : G{TE =0,36, ot Pest le fonction de

répartition de 1a loi normale centrée réduite.

TP ZZ)> i

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



HEC-ESCP-LYON MATH II 1998

HEC-ESCP-LYON : MATH II

CORRIGE

PARTIE-I

QUESTION-1
1-a)
R=aX +(1-a)Y. Les variables X et Y sont indépendantes, donc les variables aX et
(1 —a)Y le sont aussi.
V(R) =a2V(X)+(1-a)?V(Y)
=202 + 4(1 — a)?
= 6a’ — 8a + 4.

1-b)
h'(z) = 12z — 8 = 4(3z — 2). Le tableau de variations de h est

o wino

W (x) -
L4 N 4 J 2

Wl

h admet un minimum absolu pour = = %

Il y a un seul portefeuille dont le rendement

est a variance minimale ; c’est (%, %).

QUESTION-2
2-a)

C’est du cours : | E(Z) = % : VI(2) 2

Mais on demande de calculer V(Z) : calculons.
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Tous droits de "auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



2 HEC-ESCP-LYON MATH II 1998

ke =
1 _ NN+ )(2N+ ) (N+1EN+1)
N~ 6 6

V(Z2) =E(Z?) - (E(Z)
_ (N+1)(2N +1) N+1\2 (N+1)(2N+1) (N+1)?
- ()

2(N+1)2N+1)—=3(N+1)?* 4N24+6N+2—3N2—6N —3

o 12 o 12
_N2-1
12

2-b)

X suit la loi uniforme sur [1,5] ; E(X)=3, V(X)=2.

Y suit la loi uniforme sur [1,7] ; E(X)=4, V(X)=4.

2-c)

8
X +Y <8)=|J@X+Y =k)
k=3
C’est une réunion d’événements deux a deux incompatibles.

8
pPRX+Y <8)=> p2X+Y =k)
k=3

_ 2y _ ) =1y,1_ 1

PEX+Y =3)=p(X =1Y =1)=¢ x 7 ==
par 1ndependan ce;

1 1

PRX+Y =4)=p(X =1,Y =2) =t x 1 = &=

par indépendance ;

PRX+Y =5)=p(X =1,Y =3)U(X =2,V = 1)) = &= + L = 2
par incompatibilité ;

PRX+Y =6)=p(X =1, =) U(X =2,Y =2)) = g + 4= = =

par incompatibilité ;
PRX+Y =7)=p(X =1,Y =5)+p(X =2,Y =3) +p(X =3,V = 1)

= % par incompatibilité deux a deux ;
p2X+Y =8)=p(X=1LY=6)+p(X =2,Y =4)+p(X =3,Y =2)
= % par incompatibilité deux a deux ;
° 12
PRX+Y <8)=> p2X+Y =k) = 3=
k=3
Le rendement de variance minimale est : Ry = %X + %Y d’apres 1-a).

p(Roz?)) p(3X+3Y>3)
p(2X+Y>9) —1-p2X +Y <8)
1- 32
p(Ro > 3) = 2.
page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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QUESTION-3
3-a)

R =aX+(1-a)Y
E(R) =aEX)+(1—-a)E(Y)=2a4+4(1 —a) =4 — 2a.

E(R)>3 +=4-20>3<a<i

V(R) =a*V(X)+ (1 —-a)®V(Y) =2a®+4(1 — a)?
(par indépendance des variables aX et (1 -a)Y )

V(R) = ha).
D’apres le tableau de variations de h, h est décroissante sur [0, %], donc sur |0, %],
puisque % < %
h admet donc sur [0, %] un minimum absolu en z = %

Il y a un seul portefeuille dont le rendement R
est a variance minimale et vérifie R / E(R) >
3. Clest

—~

DN|—

D=
N

3-b)
p(Ry > 3) = p(X +Y > 6) Or X et Y sont deux variables de Poisson
indépendantes, donc X +Y suit la loi de Poisson de parametre 2+ 4 = 6.

“+o0
p(XJrYZG):26’6%:lfp(X+Y§5):lfF6(5).

n=~6

p(X +Y >6)=0,55.

PARTIE-II

QUESTION-1
1-a)
On sait que |cov(X,Y)| < /V(X) x V(Y) dans tous les cas de figure.

Au cas ou le lecteur ignorerait ce résultat, rétablissons le dans le cas général ou V(Y)
(ou V(X)) est non nulle, par exemple V(Y) est non nulle.

VA ER, V(X +\Y) >0, puisque c¢’est une variance.
Or V(X +XY) = N2V (Y) + 2\ cov(X,Y) + V(X).

C’est un trinome en A, toujours positif, ¢’est-a-dire du signe du coefficient de A2 : ce
trinome a donc au plus une racine réelle, c’est dire que son discriminant est négatif
ou nul.

A= 4(c0V(X7Y))2 - V(X)V(Y)) <0 = (cov(X,Y))2 < V(X)V(Y).

On peut prendre la racine carrée : les nombres sont positifs ou nuls ;

page 3 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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(cov(X,Y))2 = V(X)V(Y) <0 <= /(cov(X,Y))2 < /V(X)V(Y)

< [(cov(X,Y))| < VV(X)V(Y).
Dong, ici, |e| < V12 =2V/3.

1-b)
R =aX+(1-a)Y
V(R) =a*V(X)+ (1—a)?>V(Y)+2a(1 —a)cov(X,Y)
=4a% +3(1 — a)? + 2ca(l — a)
= Ta? — 6a + 3 — 2ca? + 2ca.

V(R) = (7 —2¢)a? + 2(c — 3)a + 3.

1-c)
Posons h(a) = (7 — 2¢)a® + 2(c — 3)a + 3.
R (a) =2a(7 —2¢) +2(c — 3) =2((7 — 2¢)a + ¢ — 3).

lc| <2vV3 <= —2v3<c<2V3
= —4/3<2c<4y/3 car 2>0

Or 43 < 7, car 16 x 3 < 49. Donc 2¢ < 4v/3 < 7.

Il s’ensuit que 7 —2¢ >0
c—3

c—3

W(a)=0<+=a=5—= 1l s’agit de savoir si 5. —= € [0,1].
: —3 : ~3
e Sic>3, 266_7 <0carc—3>0et2c—7<0; donc 200_7 ¢ [0;1].
: c—3 . c—3
o Sic<3, 5—=>0;comparons 5—= a 1.
c—3 _c—=3—(2c—17)
2c—7 2c— 7
_4—c c—4
“2c—7- 7-2c<0
Car c<3=1¢—-4<0.0Or 7—2¢>0,
-3
donc ag = 5 — = € [0,1].
Il y a deux tableaux de variations différents :
e c€[3;2v3]. (h est strictement croissante).
a |0 1
hays 4
Le minimum est obtenu pour a =0 ; donc 1 —a = 1.
o cc[-2V3;3].
Wa)>0 <= (T—2c)a+c—3>0
3 -
—=a> 77260 ( car 7—2c>0)
< a > qg.
3—c
a |0 7—2c 1
M| — 0 +
h(a)| 3\, m. /4
Le minimum est obtenu pour ag = % i 1—ag= QCC__47-
page 4 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE (© EDUKLUB SA
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En résumé :

Pour ¢ / 3 < ¢ < 2V/3, le portefeuille dont le rendement est de variance
minimale est (0,1). Son rendement est Ry =Y.

) c—3 c—4
Pour ¢ / —2v3<ec<3, cest (5—=,5—=).

QUESTION-2
2-a)

On a facilement, sous-forme de tableau, la loi du couple. A l'intersection de la ligne
numéro i et de la colonne numéro j se trouve p(X =i,Y = 7).

v \ Xl o 4
1 1

4 3| 1

1

8 0 1

On obtient les lois de X et de Y comme lois marginales, c’est a dire que :

Vie X(Q), p(X =i)= > pX=iY=j).
JEY(Q)

VieY(Q), p(¥ =j)= > pX=iY=j).
iEX(Q)

Un calcul tres simple donne :

X suit la loi uniforme sur {0,4}.
V() ={4,8} ; p(Y =4) = %7 p(Y =8) = i

2-b)
Les calculs sont simples ; ils donnent :

E(X)=2, V(X)=4; E(Y)=5 V() =3;

cov(X,Y) = B(XY) — 10 = 10+32

1 —10=2.

En effet, rappelons que E(XY) = Y ixjxp(X =4,V = j).

i€{0,4}
je{4,8}

Dans notre cas, il ne reste pour i x j # 0 que les produits 4 x 4 = 16 et 4 x 8 = 32 avec
les probabilités respectives i et 7

B(Xy)=10432 19

2—c)
Nous sommes dans les conditions de la premiere question avec
cov(X,Y) =2 € [-2V/3,3].

Le rendement a variance minimale est obtenu pour le

portefeuille (%, %). Son rendement est Ry = %X + %Y.

2-d)
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p(Ro>3) =p(3x+2v >3
p(X +2Y >09)
=p((X +2Y =12) U (X +2Y = 20))
union d’événements incompatibles.
On vérifie sans peine, avec le tableau du couple (X,Y), que X +2Y ne peut prendre

au plus que les valeurs 8,12, 16, 20.
Voir ci-dessous le tableau du couple (X,2Y):

sy \ Xl 0 4
1 1

8 2 1

1

16 0 1

Or (X =0,Y = 16) est impossible, donc (X +2Y)(Q) = {8,12,20}.

P(X 4+2Y >9) =p(X +2Y =12) + p(X +2Y = 20)
=p(X =4,Y=4)4+p(X =4,Y =38)
=p(X =4).

p(Ro>3) =1
PARTIE-III

QUESTION-1

R =X +yY + 27

V(R) =2?V(X)+y?V(Y)+ 22V (Z) + 2zycov(X,Y) + 22z cov(X, Z)+
2yzcov(Y, Z).

V(R) = T2 + Ty? + 422 4+ 22y — 8xz — Syz.

QUESTION-2
2-a)
Sur H, z=1-x—y. Donc sur H,
V(R) =722 +7+4(1 -2 —y)? + 22y —8(z+y)(1 —x —y)
V(R) =722+ Ty +4(1 + 2% + 9% — 2 — 2y + 2zy) + 27y
—8(x +y) + 8(x +y)?
= 1122 + 11y? + 4 — 8z — 8y + 102y — 8x — 8y + 8(x% + y? + 2zy)
= 1922 + 19y + 26y — 162 — 16y + 4.

Or 2 =1—2 —y d’une part ; d’autre part z >0, donc 1 —2 —y >0, soit z +y < 1. Or
(x,y,2) € H, donc = > 0,y > 0 ; on obtient donc les conditions : = > 0,y >0, v +y < 1,

soit finalement | (z,y) € K.

V(z,y) € K, V(R) = f(z,y).
Déterminer un portefeuille dont le rendement est
de variance minimale revient donc & minimiser f

sur K.
page 6 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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2-b)
Utilisons les notations de Monge.

p(z,y) =38z + 26y — 16
q(z,y) = 38y+ 26z — 16.

2-c)
Recherche d’extrema éventuels sur R2, qui est une partie ouverte.

Si on en trouve, on regardera s’ils sont dans K ou non.

e Recherche des points critiques.

Les points critiques (x,y) sont solutions de : p(z,y) = q(z,y) = 0, soit

{p(m,y) —0 192+ 13y =8 L1<—L1;2L2
q9(z,y) =0 132 +19y =8
1
] Tty =3
183z +19y =8 Lo+«— Ly —13L4
Tty %
<~ 3
-2
e :i
< 1
Yy =71

e Recherche des extrema.

Pour ($7y) = (i7 %)7

r(z,y)=r 8

s(z,y) =s 6

t(x,y) =t =38.

Remarque : La fonction f est de classe ¢? sur R?, donc d’apres le théoreme de
Schwarz s(z,y) existe.

s2—rt = (13 x 2)2 — (2 x 19)2 = 4(169 — 361) < 0.

=3
=2

f admet un extremum en (zg, yo) = (* 1 4) qui est bien dans K.

De plus r > 0, c’est donc un minimum.

1 2 1
f(zo,90) = @94‘%—764'4:0-

2-d)

D’apres ce qui a été dit dans le b), le point en lequel il y a minimum est le portefeuille
cherché, car (xo,y0) € H.

Il existe un portefeuille dont le rendement est de
variance minimale, c’est ;

111 i 1 1 1
(1, I §), soit Ry = 73X + 7Y +52.
page 7 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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2-e)
Il suffit de développer 3(z — y)? + 4(z +y — 2)2.

F(z,y,2) > 0. donc elle admettra un minimum s’il existe un point (z,y,2) / F(z,y,2) = 0.
Comme F(z,y,z) est la somme de deux termes positifs ou nuls, cette quantité sera

nulle si et seulement si les deux termes sont nuls. Sur # (ou = > 0 et y > 0) cela
donne donc le systeme :

T—y =0 T =y
r+y—z =0 < 2x =z
r+y+z =1 20 4+2z =1
z =Yy
= 2r =z
2z =1
- )
—
=y =3-}

On retrouve le résultat précédent.

PARTIE-IV
QUESTION-1
1-a)
1 ¢ ¢ x
UMU =(z y z)|lc 1 ¢ Yy
c ¢ 1 z
z+c(y+2)
=(z y 2)|ce+z)+y
clr+y)+ 2

=22+ 9% + 22 + 2c(ay + 22 + y2).

V(T) =22V(X)+y?V(Y)+ 22V (Z) + 2zycov(X,Y) + 22z cov(X, Z)+
2yzcov(Y, Z)
=22 4+ y? + 22 + 2zyc + 2zz2c + 2yze.

V(T) = tUMU.

1-b)
M est symétrique réelle, donc diagonalisable.

Recherche des valeurs propres de M.

Soit A une valeur propre de M et U un vecteur propre associé.
MU = tU(MU) = 'U\U) = NUU = A(z2 + 32 + 22).
Or 'tUMU = V(T) > 0, donc A(2? + 32 + 22) > 0.

x

Comme 22 + y2 + 22 > 0, puisque (z,y,2) # (0,0,0) (U = | y | est un vecteur propre),
z

on conclut que| X > 0.
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1-¢)
A est valeur propre de M si et seulement si la matrice M — A\l n’est pas
inversible.

e | Supposons c# 0

1—A c c
M—-X = c 11— c

C C 1—A L3<—>L1
c c 1—A

~ c 1—\ c Lo +— Ly — Ly
1—A c c Ly «—cL3+ (A—1)L1 (c#0)
c c 1-AX

~ 10 1-X—c¢ c—14+ X\
0 A4+cA—-1) A—(A-1)2
c c 1-A

=10 1-XA—c¢ c—14+ X\
0 —c(1-=X—¢) (c=A+1)(c+A—1) ) Ly« Ly+cLs
c c 1—A

~|0 1-X—-c¢ c—14+ X
0 0 (c+A—1)(2c—A+1)

La matrice est triangulaire supérieure ; elle n’est pas inversible si et
seulement si 'un des termes diagonaux est nul.

)\ est valeur propre si et seulement si A\=1—cou A=1+2c.

Remarque : Comme c# 0, ces valeurs sont distinctes.

o Supposons ¢ =0

M = I ; elle n’admet que A = 1 comme valeur propre.

Sic=0,il y a une seule valeur propre A = 1.

Sic#0,il y a deux valeurs propres A\=1-cet A =1+2c.

Recherche des sous-espaces propres de M.

Si ¢ =0, la matrice M = I3 est diagonalisée ; il y a un seul sous-espace propre : R3.
Si ¢+# 0, notons E, le sous-espace associé a la valeur propre ).

xX

U= |y | € Ey siet seulement si (z,y,2) est solution de
z

c c 11— T 0

0 1-X—c¢ c—1+ X y| =10

0 0 (c+A=1DR2c—A+1)) \ 2 0

Soit
cx+cy+(1—AN)z =0

1=-XA=y+(c—1+Nz =0
(c+A—=1)2c—A+1)z =0.
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Pour A =1 — ¢, le systeme précédent équivaut successivement a :

cx+cy+cz =0
0 =0

xT

PR ) () R

z
~{v= y / (w,y) € R}
ey
1
El,czvect( _(i

Détermination de E; ...

s c(lr+y+2)=0; z+y+2=0 car c#0

Pour X =1+ 2¢, le systeme précédent équivaut successivement a :

cx+ey—2cz =0 [elz+y—22) =0
—3cy+3cz =0 c(y — 2) =0
Jrx+y—2z =0
’ Yy—z =0 car c#0
;s T=y=2z
x
Eiyoc ={U= Y /J?ZYJ:Z}
z
T
:{U: x /xER}.
x
1
E1+26 = vect ( 1 )
1
1-d)
1—c>0
A>0 <:>{ ~
14+2¢>0 Donc 06[7%,1].
= -3<c<l
1-e)

V(R) =a?+y?+22+2c(vy+yz+2z) avec z+y+ 2 =1 d'apres 1-a)

=22 +y? + 22+ clay +yz +yz + 2z + zx + TY)

=22+ yP+ 22 te(y(z+2) + 2y +a) +2(2+y))

=22+ 92+ 22 +ce(y(l —y) +2(1 — 2) + 2(1 — 2))

:x2+y2+22+c((x+y+z)—(x2+y2+z2)>
—_———

1 1 142
VR = (1-o(@— 52+ -5+ (- 5)?) + 15
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VR) - 152 = 1—o) (@ -5+ y—§)* + (-

Wl

Donc V(R) > L£2¢.

3

V(R) sera minimum si et seulement si (z — %)2 +(y %)2 +(z %)2 =0, ce qui équivaut
a (x—%)zz(y—%)zz(z—%) =0, doncax_y_z—%

Il existe un unique portefeuille dont le rendement est de

variance minimale ;

c’est (%, %, %) ; il correspond a Ry = %(X +Y +2).

QUESTION-2

2-a)
E(X)=E(Y)=E(Z) =5 ct V(X)=V(Y)=V(2) =5

Pour utiliser les résultats précédents, considérons

fX Y = \/>Y 7' = \f
Alors E(X")=E(Y') = E(Z') = \EE(X) = 5\F7

N vy = vz = (2 kD =245 2 i
et V(X') = VY') = V(Z) = £) x5 =fFgx35 =1L Les variables X,Y,Z sont

indépendantes, donc X', Y’, Z’ aussi. Les covariances des variables prises deux a deux
sont égales, car elles sont nulles : ; on peut appliquer les résultats de la question 1.

Nous sommes dans le cas precedent de la question 1-d), avec ¢ =0, donc
1

cc [_57 1]

Si nous notons R’ = 2 X' +yY’' + 2Z', alors R' = \/?R-

D’autre part, nous savons que V(R) = gV(R’) ; R sera de variance minimale si

et seulement si R’ est de variance minimale.

Or on sait que R’ sera de variance minimale si et seulement si z =y =z = %
Le portefeuille (:1,) :15 é) donne le rendement R} = %(X "+Y'+ 7).
Donc le portefeuille (% '3 %) donne Ry = %(X +Y +2).
V(Ro) = §(VX)+V(Y)+V(2)) = § x3x 5 = 2.

2_b)

La variable T'= X +Y + Z suit la loi binomiale de parametres (30, %), puisque

chacune des variables suit la binomiale de parametres (10, %) et puisqu’elles
sont indépendantes.

Nous pouvons approcher cette variable par une autre qui suit la loi normale de
parametres (15, %).
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HX+Y+2)24e=T>12.

T—15 gt centrée réduite et peut étre approchée par une variable
15

2
qui suit la normale centrée réduite d’apres le théoreme de la limité centrée.

Faisons cette approximation, c’est-a-dire considérons que T suit la loi normale

La variable 7+ =

N(15,32).
12— 15
T>12) <+ (T*>
(T>12) ( =)
2
p(T>12) =p(T* > 12=15)
15
Fl
.o =3
=1- <
p(T - E)
2
—3
—1-®
()
2
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