CONCOURS D'ADMISSION DE 1998

Option scientifique

Mathématiques 1!

Lundi 27 avril 1998 de 8h a 1Z2h

La présentation, Ia lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et
ia précision des raisonnements enireront pour une part importante dans
l'appréciation des copies. .

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultals de
feurs calculs.

lis ne deivent faire usage d'avcun document ; l'uiilisation de toute calculatrice et de
tout matériel électronique est interdite.

Seule I'utilisation d'une régle gradude est autorisée.

On considére dans ce probléme un guichet auguel se présentent aléa-
toirement des clients. L'objectif est d'étudier la file d'atiente se formant a
ce guichet au cours du temps, ce qui est traité dans la partie Il.

Dans la partie !, on étudie une suite récurrente utilisée ultérieurement.
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Partie |
On considére un nombre réel strictement positif a et la fonction f définie
pour tout nombre réel x par:
f(x) = exp[a(x-1)1.
On définit alors une suite {ux) par son premier terme us = 0 et [a relation:
Ukt = T(Uk)-

nce pour fout nombre entier naturel X les inegalités:
Oy si et Uk < Uyt
b) En déduire la convergence de ia suite (ug}, dont on notera L{a) ia limite.
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2° Limi ' r
a) A l'aide de l'inégalité des accroissements finis, établir que:
0<1- Ukt <afl - uy)
b) En déduire 'négalité 0 <1 - ug < ak pour tout nombre entier nature! k, puis
la limite L(a) de la suite {uk) pourO0<a<1.

3°) Limite de ia suite (uk) lorsque a2 1,

a) On étudie ici les racines de I'équation f(x) = x lorsque a = 1.

- Prouverque 0 <1-In(a)jja<ipouraz1.

- Exprimer lunique racine de I'équation f'(x) = 1 en fonction de a.

- En déduire la variation de la fonction x — f(x)-x pour a = 1, puis pour a > 1.
Préciser dans ces deux cas le nombre des racines de I'équation f(x) = x.

On convient désormais de noter r(a) la plus petite racine de I'éguation {(x) = x.

On vérifiera en particulier que 0 < r{a) < 1 poura> 1, etque r(1) = 1.

b) On étudie ici la plus petite racine r(a) de I'équation f(x) = x lorsque a = 1.

- Etudier et représenter graphiquement sur [0, +e la fonction x — xe™.
Comparer les images des nombres a et ar(a) par cette fonction.

- En déduire que la fonction ¢, définie pour 0 < x < 1 par ¢(x) = xe™, réalise
une bijection de [0, 1] sur [0, 1/e] et montrer que la fonction ¢1 est continue
et strictement croissante sur [0, 1/e] (on citera le théotéme utilisé).

Dresser le tableau de variation de ¢-1.

- Prouver que r(a) = —;cp“(ae“a), puis déterminer la limite de r(a) en +oo.

¢) On étudie maintenant la limite de la suite (ui) lorsque a = 1.

- Etablir Minégalité 0 < u < r(a) pour tout nombre entier naturel k.

- En déduire la limite L(a) de la suite (ux) poura= 1.

- Ecrire (en PASCAL) un algorithme permettant de determiner une valeur
approchée de L(a) & 102 prés. On obtient ainsi L(2) = 0,20, L{4) = 0,02, eic.

4°) Cour ssentati ion a — .

Déduire de ces résuliats I'aliure de la courbe représentative de la fonction
a — L(a) poura > 0. '

Partie Ii
Dans cette partie, le temps est supposé discrétisé et se présente donc comme
une succession d'instants 0, 1, 2, 3, ... , n, ... et I'on considére un guichet

auquel peut se présenter au pius un client dans un intervalle de temps [n-1, nf,
c'est a dire entre deux instants consécutifs quelconques n-1 et n {n = 1).

On suppose gu'un premier client est au guichet a linstant 0, et, pour tout nom-
bre entier n = 1, on désigne par B, la variable aléatoire prenant la valeur 1
si un client se présente au guichet entre les instants n-1 et n, et O sinon (et
le client ainsi arrivé se place au bout de la file d'attente devant le guichet).
Ces variables aléatoires Bq, By, ..., By, ... sont supposées indépendantes et
prennent la valeur 1 avec la probabilité p (ou 0 <p < 1).

On appelle durée de service d'un client au guichet le temps passé par
'employé du guichet & le servir (une fois son attente dans la file achevée).
Pour préciser, si la durée de service du premier client est égale a n, le guichet
est libre pour le service du client suivant a partir de l'instant n.
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Les variables aléatoires indiquant les durées de service au guichet des clients
successifs sont supposées indépendantes et suivent la méme loi de Poisson
de paramétre A > 0. En particulier, on notera D la variable aléatoire indiquant
la durée de service au guichet du client initial.

On convient d'appeler premiére vague de clients 'ensemble de ceux arrivés
au guichet pendant la durée de service du client initial, puis, de fagon géné-
rale, on appelle {k+1)¢me vague de clients 'ensemble de ceux arrives pendant
la durée de service des clients de la ki#me vague. On designe alors par Ng
le nombre aléatoire des clients de la ki#me vague (étant entendu que I'on pose
Mk = 0 8'il 'y a pas de client de ki®me vague). Par convention, on pose Ny = 1.

1°) Loi de la variable giéatoire N1,

a) Etant donné un nombre entier naturel n, déterminer la loi de la variable
aléatoire N1 conditionnée par I'evénement D = n.

On précisera les expressions des probabilités conditionnelles P(Ny =k /D =n).
b) En déduire a l'aide de la formule des probabilités totales que N, suit une
loi de Poisson dent on précisera le parametre et I'espérance.

2°) Prgbabilit€ r la file d'atten ichet s'achéve.
Dans toute ia suite du probieme, on convient de poser px = P(Nx = 0).
a) Prouver que I'évenement:

“la file d'attente au guichet s'acheve au bout d'un temps fini”
(autrement dit: "il n'y a pius personne au guichet au bout d'un temps fini") est
la réunion des événements "N = 0", pour kK= 1.

Montrer que cette suite d'événements {Ny = O)»>1 est croissante, et en déduire:
- que la suite (D=1 = (P(Nk = 0))k=1 5t convergente vers une limite L < 1.

- que la probabilité pour que la file d'attente au guichet s'achéve au bout

d'un temps fini est égale a cette limite |
b) Justifier, pour tout couple (j, k) de nombres entiers natureis, les formules:
PNkt =0/Ny=1)=P(Nx=0) ; P(Nk=0/N;j=j}=(P{Ng=0).

¢) En déduire l'expression de px.1 = P(Nk,1 = 0) en fonction de py, préciser p,
et, a l'aide des résultats de la partie I, la limite de la suite (pi) et la probabilité
pour que la filte d'attente au guichet s'achéve au bout d’'un temps fini.

On discutera et interprétera le résultat obtenu en fonction des valeurs de Ap.
d) Déterminer les valeurs exactes ou approchées a 102 prés des probabilites
pour que la file d'attente au guichet s'acheve au bout d'un temps fini lorsque
la durée moyenne de service d'un client au guichet est égale a 1, 2, 4 ou 8
instants tandis que la probabilité pour qu'un client se présente au guichet
entre deux instants consécutifs donnés est égale a 0,5 d'abord, & 0,25 ensuite.

30) U G0 O OPIE ce E(Nk) de la variable alé
On convient d'appeler "espérance de la variable
par I'événement Ny = i, et de noter E(Nk,1 / Nk = i), I'espérance de N, 1
lorsque la probabilité est ia probabilité conditionnelle sachant I'événement
Nk = i réalisé, autrement dit 'espérance définie comme suit (si elle existe):

o
() ENker /N =iy = PNy =/ N =i).
j=0
a) On suppose I'événement Ny = i réalisé. Déterminer alors la loi de la durée
de service de ces i clients de la ki®me vague en distinguant les casi=0eti=1.
En déduire la loi de la variable aléatoire Ny, conditionnée par I'événement
Nk =1 et vérifier que E(Nk4+1 / Nk = i) = iAp.
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b) On suppose que I'espérance E{Ng) existe. Etablir que:
E(N) = —ZPN =))E(N,,, /N, =i).

£n admettant qu'ii est alors |ICIT° de permuter les symboles ¥ dans le calcul
{ce résultat technique sera approfondi plus loin, dans la derniére question),
établir I'existence de l'espérance E(Nk,1) et donner son expression en fonc-
tion de A, p et de l'espérance E(Ng}.

c) En déduire l'existence et I'expression de E(N).

d) Déterminer I'espérance du nombre de clients qui se présentent au guichet
jusqu'a ceux de la ni®™me yague incluse.

e) Discuter et interpréter la limite de cette espérance quand n tend vers +eo
pour Ap < 1. Qu'obtient-on numériquement dans les cas évoqués au 2°(d)?

Dans cette questron mdependante des precedentes on se propose de justifier
la permutation des symboles ¥ faites dans la question il.3.

A cet effet, on donne pour tout couple {i, j) de N2 un nombre réel positif vjj, et
lon note (sous réserve de convergence) pour tout coupie (i, j) de N2:

Ai:zvi] : BIZEOV”
— =

On se propose donc d'établir I'égalité suivante:

Z(Zvij) Z zvlj)
=0 =0 =0 =0

'existence de l'un des deux membres mphquant alors I'existence de l'autre.
a) On suppose que les séries définissant les nombres A; sont convergentes,
et que la série 2 A, est convergente Etabhr pour tout coupie (p, q) de N2:

2 2"11)—2(2 vij) < Z(Z Vij )

=0 =0 i=0 j=0 =0 =0
En déduire la convergence des séries définissant les nombres B et, en faisant
tendre p vers +ee, en déduire la convergence de la série 2B;, puis linegalite:

+oo oo
2, (2 i) <Z(ZV
=0 i=0 i=0 =0

b) Quel résuitat analogue peut-on obtenir en permutant les hypotheses
portant sur les nombres A, et B;? Quelle conclusion en tire-f-on?

c) Si X et Y designent deux vanabies aléatoires a valeurs dans M, préciser
enfin sous quelles hypothéses il est licite d'écrire que:

EY) = E P(X =i)E(Y / X =i).
i=0

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



