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MATHEMATIQUES

Tére épreuve (option scientifique)

Jeudi 8 mai 1999 de 8 heures & 12 heures

Les candidars ne doivent faire usage d'aucun document ; J'utilisation de toute calcuiatrice et de tout
matériel électronigue est interdite.
Seule l'uiilisation d'une régle graduée est auiorisée.

PREMIER PROBLEME

Notations :
e n désigne un entier supérieur ou égal & 3 .
* M, {IR) est P'ensemble des matrices carrées d'ordre n a coefficients réels .
Ty
: ) d’ordre n avec les vecteurs de R™ .
Tn
¢ IR™ est muni du produit scalaire canonique noté { ., .) défini par :

T h n
siX=1]": et Y= 1], alors (X,¥)= Z:rkyk .
k=1

T iUn
En identifiant les matrices de M, (IR) avec les réels, ona: (X, V) = XV .

# On identifie les matrices unicolonnes X = (

TP ZZy i

o I, désigne la matrice identité de M, (R) .

* A, est la matrice de M, (IR) dont le terme général a; ; est égal 3 1si |i — ji = 1 et égal & 0

sinon.
010 1010
Ainsi, parexemple, 435 =11 0 1 et Ay =
01 0 01 01
0 01 0

1. Montrer que 4; est diagonalisable.

Déterminer une matrice inversible P de M;{IR) et une matrice diagonale D de M;(R)} telies
que A3 =PDP!,
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TP ZZ>

&
B

2.

Pour tout entier p de {1.2.---,n}, on note 4, =

C.

Soit # € J0:w[ . Oun désigne par Sy l'ensemble des suites réelles (sg)p oy telles que sp = 0 et
pour tout enfier naturel &, sp4n ~ 2 cosd spyp; + s =0.
sin k@

Montrer que, sila suite (sx ), .y @appartient & Sy, alors pour tout entier naturel k: sp = 5, — g
SIL

En déduire que 55 est un espace vectoriel réel de dimension 1.

T
Soit A une valeur propre réelle de 4, et X = | | | un vecteur propre {non nul) associé a A.
T
On note m le plus grand des réels |21]. |z2f,...,]2a] .
o A1y =1y
Montrer : {o Yhee{2 - ,n—1}. Awp =251 + T
¢ dx, =1, -
Montrer pour tout entier & de {1,---.n} : |A||zz| £ 2m . et en déduire: |A| L 2.
On suppose  [A] < 2.
Montrer qu’il existe un unique 8 € 10;7[ tel que A = 2cos8 .
Montrer que la suite (sx ) de S¢ déterminée par 5, = x; vérifie :
{o YEhe{1.2,.--.n}, s =axp
® 5,1 =0.
pm
n+1 .

En déduire gqu'il existe un entier p de {1.2,---.n} tel que # =

sin 6,
198
pr sin 26,
s Ay, =2cos8, et X,=
T P P P

sin ndl,
Soit p € {1.2.---,n} . Montrer que A, est valeur propre de A, et que X, est un vecteur propre
associé & Ag .
Montrer que {1, Az2.--- . A, } est 'ensemble de toutes les valeurs propres de 4, et que
(Xy. X5, - X)) est une base de IR" .

Soit U, la matrice de M, (R} de terme général u, , = sin _p% (prq) € {1.2.- ,n}?.
T

Montrer que I7, est inversible et déterminer la matrice D, de M, (IR) telle que D, = U 14,.07,.

Montrer pour tout couple {p,¢) de {1.2,--, n}? o N = A, .
En déduire que la base (X}, Xs.---,X,) est orthogonale et que, pour tout couple (p.¢) de

{L.2.---n}? telquep#g.ona: Zsinkf?p sinké, =0 .
k=1
n
Montrer, pour tout p de {1,2,--- ,n} : Zcos 26, =0.
k=0
n

: : . n-+1
En déduire que, pour tout entier p de {1,2,---.n}, ona: z:sm2 by = —m

k=1

1 2
nt I, pus 4, = U, DU, .

2 n+1

En déduire : U2 =
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DEUXIEME PROBLEME

On consideére I'application f: [0;1{ — IR définse, pour tout réel ¢ de [0:1[, par :

TP ZZ>

(1 —#)
fit) = t
1 s1t=0.

si tel0;iL

Montrer que f est continue sur [(; 1[.

Montrer que f est de classe C'! sur ] 0;1[ et calculer f/(t) pour tout réel ¢t de 10;1{.

1
Etablir que f'(t) tend vers 5 lorsque t tend vers 0, et que f est de classe C* sur [0;1[.

t
Montrer, pour tout réel £ de [0: I1[ : In{I—1t)-+ 17 =0.

e. Dresser le tableau de variation de f. On précisera la limite de f{t) lorsque ¢ tend vers 1.

Tracer U'allure de la courbe représentative de f. (On n'étudiera pas la dérivée seconde de f, et

on admettra que f est convexe.)

X
Montrer que, pour tout réel r de [0: 1], 'intégrale / fit)dt existe. (On distinguera les cas
0

re[0:1[ et x=1.)

On note g: [0; 1] — IR l'application définie, pour tout réel r de [0; 1] . par:

o2 = [ "o
0

Montrer que ¢ est continue sur [0; 1] . de classe C'? sur [0; 1[ et calculer ¢'(x) pour tout réel
zde [0:11.

glr) = 9i1)
1

Etablir que g tend vers +oc lorsque z tend vers 1.

Dresser le tableau de variation de g. On admettra qu’une valeur approchée de g{1) a 1072 prés
est : 1,65.

Etablir que g est convexe sur [0;1[ .

Tracer l'aliure de la courbe représentative de g. On précisera les demi-tangentes aux points
d’alscisses § et 1.

Justifier que. pour tout réel t de [0:1[. la série numérique E t" converge.
nz0
Quelle est sa somme ?
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On note, pour tout entier naturel n, R, : [0; 1[ — R Papplication définie par:

o
Vte [0;10, Ra(ty= > t*.
k=n+1
tn—l—l
b. Montrer. pour tout entier naturel » et tout réel fde [0;1] :  Rp{f) = T

et en déduire que, pour tout entier naturel n, R, est continue sur [o:1(.

¢. Etablir, pour tout entier naturel n et tout réel x de [0; 1[:

S| UL T
1t = = 2 (1) df.
folﬂlct gk+1+foR()(

d. Montrer, pour tout eutier naturel n et tout réel @ de [0;1[:

oszMMm
1]

(n+ 21—
k41

. . x
e. Démontrer que. pour tout réel r de [0: 1], la série numérique Z Pl est convergente et que :
k30 +
+oc k
r
fla) = :
= E+1
‘r'n
4.a. Montrer que. pour tout réel » de [0: 1], la série numérique Z — est convergente.
n
nzl

On note, pour tout entier naturel n. p, : [0;1[0 — IR I'application definie par :

Vie [0:1[. pal#) =
k=n-+1

b. AMontrer que. pour tout entier naturel n. p, est continue sur [6:1[.

c. FEtablir. pour tout entier naturel n et tout réel x de [0;1[ :

2“: phtl T 4
gle) = —-+f pnlt)dt .
k12

d. Démontrer, pour tout entier naturel n et tout réel t de [0:1L :
1

(n+201—1f)

e. En déduire que. pour tout entier naturel n et tout réel x de [0:1[:

o —In{l —=x
0 gf pa(thdt < _M
0

0 < palt) €

n 42
+o¢  n

f. Conclure que. pour tout réel r 'de [0:1[: glr}= e
n=1
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