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CONCOURS IADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES
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MATHEMATIQUES I

Mercredi 12 Mai 1999, de 8h. 4 12h.

La présentation, la lisibilité, Uorthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités a encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

HIs ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tour matériel
électronique est interdite.

Seule l'urilisation d'une régle graduée est autorisée.

Ce probléme étudie différents modéles de propagution, au cours du temps, d’'une information au sein
d'une population contenanté N individus ol N est un endier naturel strictement supéricur & 3. On désignera
por le réel i positif ln variable représentant le femps.

On suppose qu’i linstant initial, (£ = 0}, une seule personne parmu cetbe population est informée. L'information
cireule au sein de cette population et lorsqu'une personne est informée & Uinstont elie lg reste indéfiniment.
Dans tout le probléme n désignera un entier naturel sans qu'il suit besoin de le rappeler & chague fois.

Pour tout réel z, [x] désignera la partie entiére de x, ¢'est & dire Punique entier relotif k tel que k S x < k+1,
et ln fonction In représentera lo fonction logarithime népérien.

La partie I est indépendanie de la partie L
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Partie I. Propagation déterministe

A
Premier modéle de propagation

1
Soit ¢ un réel strictement positif. On considere un intervalle de temps A stricternent positif et tel que A < ok
ainsi que les instants nA, ol 'entier n déerit N. Pour tout n, on note un(A) la proportion de personnes

informées a linstant nA.
On fait Thypothése que augmentation de cette proportion entre les instants nA et (n+ 1)A est déterminée

par la relation:
(1) e N, unp1(A) — un(A) = CA{l —un(A))

1
On pose: ug(A) = =-

1) Déterminer Pexpression de u,{A) et la valeur de li]}_l un (A).
L=+ 30

£
2) Soit  un réel fixé strictement positif. Le rapport & sera également noté t/A.

a) Comparer [%]A, et ([i—} + 1>A. Déterminer Aimoﬂ.[%]-

b) Déterminer Aimﬂ ujesa] ().
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3} On suppose dans cette question que la proportion de personnes informeées est définis & chaque instant £,
oll { est un réel positif, par F(£), f étant une fonction définie et dériveble sur Ry . On fait 'hypothése que
Vaccroissement instantané de la proportion de personnes informées est déterminé par la relation :

YRy, £1(8) =CL-£)
. , . . 1
En considérant la fonction ¢ — e“*F(t}, déterminer la fonction f sachant que f{0) = A
B
Deuxigme modeéle de propagation

On désigne toujours par € une conlstante réelle strictement positive. On considére un intervalle de temps A
strictement positif et tel que A < rol ainsi que les instants nA, ol Uentier »n décrit N. Pour tout n, on note

v (A) la proportion de personnes informées a instant nA.
On fait 'hypothése que I'augmentation de cette proportion entre les instants nA et {n + 1}A est déterminée

par la relation :
(2} ¥n € N, vpq1(A) ~ v.(A) = C.A v A)(1— v (A))

1
On pose: %{A) = N

1
1) Montrer que la suite (vn(A)) . est 3 valeurs dans [ﬁ’ 1{, étudier sa convergence et déterminer sa limite
el
éventuelle.
2) Dans cette question on se propose d’étudier la rapidité de diffusion de 'information.
CA
a) & Montrer que pour tout entier n: 1 — vp41(A) € (1 — va(A)) (1 - T)
e En déduire que la série de terme général 1 — v,(A) est convergente.
1—u.{d)
(1--CA)n
Montrer gue la série de terme général In{z, 1) — In(z,) est convergente. On note s sa somme.
¢) BEn déduire qu'il existe un réel p strictement positif tel que: 1~ va(A) -~ a(l - CAY".
w o

—-+

b} On pose pour tout entier n: T, =

On explicitera la valeur de u en fonction de s et de N.

N - 'Un(A)'
3) a) Pour tout entier n, on pose: yn = eI 7N
—Up +
Ynt1 CiA0a(A)
Mont fout n: =1+ .
ontrer que pour fout n " T(1+CA)(1ﬁCAvn[A)}

b) & Comparer, en justifiant la réponse, In{l + u) et w, pour tout réel u strictement supérieur & —1.
-ty car
1T-nAyi+cay ) 11— cA

¢) Seit ¢ un réel strictement positif. Déterminer gimuv[t sap{d).

¢ Scit g un entier naturel, montrer que: In ( (

4) On suppose dans cette question que la propection de personnes informées est définie & chague instant ¢,
oli ¢ est un réel positif, par h(¢), h étant une fonction définie, dérivable sur By et & valeurs dans R¥. On
fait I'hypothése que I'accroissement instantané de la preportion de personnes informées est déterminé par

la relation :
Vit € Ry, B(5) = CR{O(1 — (1))
En considérant la fonction H définie par H(} = h_}tj: déterminer Pexpression de h(¢) pour tout réel £
Ly

I
positif sachant que h(0} = A

Partie 1. Propagation probabiliste

Dans les modéles précédents nous avons supposé que chaque intervalle de temps A apportait de fagon certaine
un lot de personnes nouvellement informées. Nous allons faire maintenant Uhypothése que pendant l'intervalle
de temps A, une ssule personne supplémentaire est susceptible d’étre informée, la probabilité qu'elle le soit
étant proportionnelle 2u produit de A, du nombre de personnes déja informées et du nombre de personnes non
encore informeées.

Donc, si & l'instant nA, il reste r personnes non informées, 3 Uinstant nA + A, la probabilité qu'il ne reste plus
que v — 1 personnes non informées est ézale & FAr{IN —r), § étant une constante réelle stricternent positive.
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A
Une formule dans le cas discret

Pour tout entier naturel n, nous noterons F.{A,r) la probabilité qud l'instant nA il reste exactement r
personnes non informées, A représentant toujours un réel strictement positif. Ainsi FPa(A, NV — 1) = 1.
Montrer que :

()  VneN ¥re{0,...,N—1}, Pops(A,r) = BofA, 1) (1uﬂAr(Nfr))+P,,,(A,r+l)ﬁ/_\(r+ DN —r—1)

B
Etude d’un premier cas discret

. i 1
On suppose dans cette sous-partie que: N =4, A = 1, § est strictement compris entre 0 et 1 On pose

Fa(1,0)
F,.(1,1) .
U = PL2) | pour tout entier n.
F£.(1,3)
1} Montrer qu'il existe ure matrice T telle que: ¥n e N, U1 = TU,.
2) a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces prapres associés de T'.
0 0 1
-1
b) Déterminer trois réels v, z, ¢ tels que: T Z = {1 - 38} i + 0
¢/ ¢ 0
c) En déduire qu’il existe une matrice P inversible appartenant & My(R} telle que T = PSP~ oh
1 0 0 0
s_ 10 1-48 0 0
“fo 0 1-33 1
0 0 0 1-33

On ne demande pas le calcul explicite de P31,
d} Pour tout entier n non nul, calculer 5% en fonction de n et 8.
Soit 4 une matrice appartenant & Ma(R). Pour tout (i, 7} € {1,2,3,4}%, on note {4);; V'élément de A
situé sur la ™ Hgne et la %™ colonne.
81 {M,),cn est une suite de matrices appartenant & M (R) ef si M appartient & M4(R), on dira que
(M )men converge vers M lorsque pour tout {3, 7) € {1,2,3,4}%: ﬂEIEw (Ma)es = {M)is.

L)
—

On utilisera sans le démontrer que si (M ])nex converge vers M, alors, (M, A) . et (BM,) _. convergent
respectivement vers MA et BM pour toute matrice A ayant quatze lignes et toute matrice B ayant quatie
colonnes.
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Montrer gue (T") . est convergente et que sa limite, notée Ty, est de la forme
e

[T - i e T o}
e B o B e -

b
o
¢
o

Lo I o o B o

4) Oxn considére [a matrice ligne: L={% 1 1 1). Calculer pour tout entier » : LT,
En déduire T,..
5) Soit » un éément de {0,1, 2,3}, détermirer la valeur de 11111 P,(1,r) en fonction de r.
T ==r - XD
C
Etude du cas discret général

On suppoge dans cette sous-partie que 0 < A < % et on rappelle que NV est supérieur ou égal & 4.
P(A,0) '
On pose W, = : , pour toui entier n.
P.(AN--1)
1) Montrer qu'il existe une matrice R telle que: ¥n e N, W, = EW,..
2} Dans le préambule d'un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini:
Const beta=« Constante fixée par l'utilisateur » ;
N=« Constante entiére fixée par l'utilisatenr » 3
Delta=« Constante fixée par l'utilisateur » ;
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Type vecteur=array{l..N] of real ;
a) Ecrire le corps de la procédure :
Procedure Calcull{Var V : vecteur)
Cette procédure doit retourner dans V le résultat de RV.
b} Ecrire le corps de la procédure :
Procedure Calcul2(Var V : vecteur ; i :integer) ;
Cette procédure qui peut utiliser la procédure précédente doit retourner dans V le contenu de W; défini
plus haut.
Dans lo suite de cette sous-partie, on pose p=1— SA(N - 1).
3) Caleuler P,{A, N — 1) en fonction de n et de p.
4} a} On considére une suite numérique réelle (v.)pex pour laquelle il existe dewx réels a et g vérifiant :
0<e<yg VneN, voq) € av, +bg™
Montrer qu'il existe un réel A tel que: ¥n = N, v, € Ag™.
b) On considére une suite numeérique réelle (un)ney pour laquelle il existe deux réels a et g vérifiant:
¥r e N, uney = au, + bg™
On suppose en outre que a est non nul ef différent de g. En considérant, pour tout entier n non nul,

n-1
Uk Up . . - .

E (k—i;— — —k), déterminer Pexpression de u, en fonction de ug, n, o, D et q.
a a

k=0

c) Faire le tableau de variation de la fonction z — (N — x) sur U'intervalle [0, N].
5} Déterminer P,(A, N — 2}, pour tout n.
6) Montrer que: ¥re {2,... N —1}, 34, e By, Vne N, P.(A,r) £ 4,p™.

7) a) Etudier la convergence de la suite { P,(4,0) .
LIt

b) Déterminer la limite de P.{A,r) lorsque n tend vers -+oo et lorsque v € {0,..., N —1}.
8) Déterminer Alimu Fua{A, N -1} el Aimu Prsa){, N — 2) si t est un réel strictement positif.

D
Etude du cas continu -

On suppose dans cette partie que la probabilité qu'il reste r personnes non informéss A l'instant ¢, réel posttif,
est donnde par F.(t}, les fonctions (Fr)r=o, . v sont des fonctions définies et dérivables sur B telles que:

{VtER+,P]v(t):U et Fna{0)=1 e Vre{0,...,.N-2}, F,{0}=0
Yre{0,...,N—1}L VteR,, FIt) =80+ 1N - 1-rFl) - Gr(N —r)F{t)
Le but de ce gui sutt est d’expliciter certaines des fonctions F,..
1) On étudie dans cette question une fonction f définie et dérivable sur un intervalle I telle qu'il existe des
réels a, ¢, b, vérifiant: VYt € I, f(t) = ~af(t) +be 7.
On suppose en outre que les nombres a et g sont distincts.
En considérant la fonction £ — e f(#} déterminer la forme de f.
2) Déterminer les fonctions Fy_1 et Fv_q.
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