ASSEMBLEE DES CHAMERES FRANCAISES DE COMMERCE ET D’ INDUSTRIE

EPREUVES ESC

CONCOURS D’ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

MATHEMATIQUES
OPTION SCIENTIFIQUE

JEUDI 4 MAI 2000 ,de8h a 12 h

La présentation, la lisibilité, I'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision
des raisonnements entreront pour une part importante dans | ‘appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer, dans la mesure du possible, les résuitats de leurs
calculs. Ils ne doivent faire usage d'aucun document ;

"L’usage de toute calculatrice ou de tout matériel électronique

est interdit pendant cette éprenve”,

Seule I'wiilisation d'une régle graduée est autorisée.

TP ZZy i

L’épreuve est composée de trois exercices indépendants dont les différentes parties sont elles-
mémes largement indépendantes.
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Exercice 1

Partie A
1. Soit ¢ iv ‘onction définie sur JR; par : ¢(z) = Inz. o
: =1 (b~ 1) >
Vérifier -ze : Yk € IN* Yz € R}, ¢¥)(z) = (=1) x"( ) . -
n (_l)k o+t
2. Montrer alors que : V¢ € [0;1],¥n € N, |In(1+#)+ t*
k=1

< B,
k “nit1

n

3. En déduire que la sénie de terme général (avec n = 1) converge et donner sa somme.

Partie B

f est périodique de période 2,

On définit sur JR la fonction numerique réelle f par : { pour tout 7 €] — 1;1], f(z) =z - (1 — x|}

1. Mountre: que f est continue sur IR et dérivable sur [—1;1].
2. Donner les vanations de f sar [—1;1].
3. Vérifier que : Yr € N, ¥z € [0;1], f(z +n)=(-1)"- f(=z).

4. On désigne par C la courbe représentative de f dans un repére orthonormé d’unité 2 cm. Représen-
ter les points de € d’abscisse comprise entre -2 et 3.

Partie C

TP ZZ>

g(z) = % si z 7’:70

Soit. g la fonction définie sur IR par : {
g(0)=1.

1. Montrer que g est continue sur M.

n+1
2. Pour n € IV, on pose : u, = f g(z)dz .

n

En utilisant le changement de variable { = = — n et la question 3. de la partie B, montrer que,

: T L ()]
pour tout n € IV : u, = (—1) /ot-l—ndt'

1 1
. En dédni : . < ual € — .
3. En dédnire que : ¥n € IN", 6(n+1)_|u E_ﬁn

La série de terme général u,, est-elie absolument converpente 7
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. — z
4. (a) Vérifier que : Yz € IR*,Vn € IV, z{l-2) =—z+(n+1)- nitn .
' T+n z+n
v {b) En déduire 'expression de u, en fonction de n. :

i

5. En utilisant un développement limité de u, en —, donner la nature de la série de terme général u,,.
. n

Exercice 2

Pour n € IV, IR, [X] désigne I'espace vectoriel des polynémes a coeflicients réels, de degré au plus n.
Soit. f Papplication qui, & tout polynéme P de It,[X], associe le polyndéme @ défini par :
QX)=PX+1)+ X P(X).

Partie A

1. Montrer que § est un endemorphisme de MR, [X] .
2. Donner la matrice M de f dans la base canonique de R, [X] .

3. f est-il un automorphisme de R, [X] 7

Partie B

1. Quelles sont les valeurs propres de f 7 L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2. (a) Montrer qu’il existe un polynéme P, non nul de R,[X] tel que : f(P.}=(n+1) P, .
{b) Vérifier que P, est de degré n .

3. (a) Montrer que : Yk € [0;n], AP =(rn+1—k)- P& |

(b) En déduire que (P,S"})Mm est une base de {R,[X] constituée de vecteurs propres de f .

(c} Donner la matrice D de f dans cette base.

TP ZZ>

Partie C
Dans cette partie, n = 2. On définit les po]y.uémes Ey, E, et BE; par:
. E() =1
E{ = Eu et El(l) =2- El([])
Ey = Ey et E3(1) =3 Ex(0)

1. Expliciter les polyndmes &, et E; .

2. Montrer que (Ey, E(, E2) est une base B de ;[ X] formée de vecteurs propres de [ .
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3. Calcul- es coordonnées dn polynéme @(X) = X? + X + 1 dans la base B .

4. Déterr ner le polynéme P d= Fp[X]tel que: P(X + 1)+ X - P{X)=X*+ X +1.

Exercice 3

p et q¢ dé-ignent deux réels avec p €)0;1[et g=1—p .
0 side iable aléatoire réelle X t loi : X =N
n considire une variable aléatoire réelle X' ayant pour loi : § vrc'py “pey gy =y gk

1. Caleuler E{X) et V(X}.

1
2. OnpOSﬁY:){—_i_—l.
{a) Dé.erminer laloide V .
1 .’L‘“+1

i—z 11—z

(b) Justifier I'égalité : vz € [;1[,Vne IV, Y o' =

i=0
ntl gk 1 pntl
En déduire que : ¥t € [0;1],¥n € IN*, 3 — +In{l - ?) :_[ dz .
= k 0 x—1
¢ gl 1 it
Mort 1 ¥ [0;1,Yn € IV, f de| < ’ :
(c¢) Mortrer que €[0;1{,vn 21 | =Tt nt2

+coo

Prruver alors que : Vi € [0;1], E
k=1

tk
—~ &

= ~In(1-1).

(d) Calruler E(Y) .

3. Soit Z :ue variable aléatoire réelle 4 valeurs dans IV telle que, pour tout & € IV, la loi conditionnelle
de Z sachant (X = k) est uniforme sur [0; k] .

TP ZZ)> i

(a) Pour z € W et k € IN, donner la veleur de P(Z =2/X =k) .

(b} D¢ erminer la loi de Z (chaque probabilité sera laissée sous forme d’une somme).
{¢) Caiculer E{Z} .

4. Soit T une variable aléatoire absolument continue & valeurs dans R, telle que, pour tout & € IV,
la loi conditionnelle de T' sachant (X = k) est exponentielle de paramétre k& + 1 .

{a) Pour t € Ry et k € IV, exprimer P(T <¢/X =k) .
(b} Ex déduire la fonction de répartition de T .
(c) Donner alors une densité de T,

(d) A aide d’une intégration par parties, calculer (T .
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