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MATHEMATIQUES

1ére épreuve {option scientifique)

Mardi 2 mafi 2000 de 8 heures & 12 heures

Les candidats ne doivent faire usage d’aucun document ! I'utilisation de toute calculatrice et de Tout
matérief electronigue est interdite.
Seule Futilisation d'une régile graduée est autorisée.

PREMIER PROBLEME

Notations :
e 1 désigne un entier supérieur on égal & 3 .
e M, (IR} est I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients réels .
I, désigne la matrice identité de M (R) .
La transposée d'une matrice M est notée ‘M.
» [R™ est muni du produit scalaire canonigue noté {., .} défini par :
n

sz =(z1,T2....,%n) et ¥ = (y1:Y2,---,¥n), alors {2, ¥ :Zﬂ:kyku

k=1
£ 1

En notant les matrices unicolonnes X = et YV = et en confondant les
Tn Y

TP ZZ>

matrices d'ordre 1 et les scalaires, on a alors {z,y)="X¥ .
La norme associée & ¢e produit scalaire est notée || |l

e B=(ey,e,...,6e,) désigne la base canonique de IR™.
On rappelle que la mairice de passage P d'une base orthonormale de R™ 3 une autre base
orthonormale de R™® vérifie ‘P = P71

Les parties I et Il sont indépendantes.

Partie I
1.  Qu considére les matrices suivantes de Ms(IR) :
5 2 2 1 V31 V2
S=12 5 2 P=—1f-v3 V2
2 2 5 Vo 0 -2 V2
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a. Justifier que S est diagoualisable dans M3(IR.

b. Montrer quil existe unc matrice diagonale D de M3{IR) telle que § =P D 'P.

210
2. On considérc la matrice M = | 0 2 1 | de Ma(R).
1 0 2

a. Vérifier que (M — 25; % = 1a.
b. M est-elle diagonalisable dans M3(IR) ?
c. Calculer le produit "M M.

Partie IT

Soit .4 une matrice de M,({IR). On note f 1 endomorphisme de IR™ associé & la matrice 4
relativernent & la base B et g I'endomorphisme de R™ associé 4 la matrice 4 relativement 4 la base B.

1.  Montrer, pour tout x et tout y de IR :
(g(v). =)= (v, F(@)} pus ({90 f}{=), =) =i f (@)
Montrer que I'endomorphisme g o f est symétrique.
3.  Montrer que ¢ o f est diagonalisable et que ses valeurs propres sont positives ou nulles.

Justifier Uexistence dune base orthonormale B’ = (c].¢€h.. .. e;,) de R™ constituée de vecteurs
propres de g o f.

On note € la matrice de passage de la base B a la base B'.

5. Montrer I'existence de n réels positifs ou nuls g1, pig; .. - . #tn (non nécessairement distincts ) tels
que la matrice diagonale A = 0 Az de M,(R) vérifie : A A =QA* Q.
PR
6 ... 0 gy

6.  Montrer que la famille ( HEANICY | e’n}) est une famille orthogonale ¢t que pour tout
entier 7 de {1,2,....n}, |[f(e})] = g;.

7. Dans cette question, on suppose que A est inversible.
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a. Vérifier que les nombres réels g1, (2 ..., #£p sont tous non nuls.
) 1 1, 1 )
b. Montrer que la famille €= (—f(e'l Yy, —Fleh), ..., —f(e;)) est une base orthonormale de R™.
Hi fh Hr

¢. Soit R la matrice de passage de la base B 4 la base €. Montrer que 4 = RA'Q.

Partie ITI

Déterminer denx matrices orthogonales @ et R d’ordre 3 et une matrice diagonale 4 d’ordre 3
telles que M = R.AYQ ofl M est la matrice définte dans 1.2,
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DEUXIEME PROBLEME

Dans tout ce probléme, @ est un réel tel que 0 < a < 1.

1.

2. Soit n € IN*. Montrer que Pintégrale .J, = ]

I - Calcul d’une somme et d’une intégrale

Pour tout = € IN* et tout z € [0; 7], on note :

n

Ca{z) = Z cos{kzx).

k=1

. Montrer, pour tout n € IN* et tout z € [0; 7] :

L]

1+2Ca(z) = D &%

k=—mn

b. Etablir, pour tout nombre complexe z tel que z # 1 :

L ] _ pIntl

Y=t

k=—n

¢. En déduire, pour tout n € IN* et tout z € 10; =] :

L an((e}))
gl ="
Zsin(g)
. 1
T SJD((n+§):c)

0 ZSin(i)
2

dz existe et caleuler sa valeur.

On note ¢ : [0; 7] — IR l'application définie par :

0 s1z=10

cos(az) — 1

n(3)

Montrer que @ est de classe C? sur [0; 7] et calculer ¢'(0).

w(z) = siz € 10; «]

¥ 1
On note, pour tout n ¢ IN* = [, = / () sin ((n + 5)22) dz.
0

Montrer, grace 4 une intégration par parties, que [, tend vers 0 quand Uentier n tend vers 'infini.

II - Calcul de la somme d’une série

On note, pour n € N* 1 u, = / cos(ax) cos{nz)dz.
0

1.

Aontrer, pour tout n € IN* :
i3

sin{wa 1
PRI G A

k=1
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2.  En dédure que la série E un converge, et calculer sa somme (on pourra utiliser les résultats de

nzl
I.2 et I.4).

3. Calculer, pour tout n € IN*, u, en fonction de ¢ et de n.

4. Etablir :

n? —a?  sin{ma) a

f 2(-1)""1a T 1

n=1
ITI - Calcul d’une intégrale

Dans cette partie, o désigne un réel tel que & > 1 .

dt
14 te°

+oo
1.  Justifier I'existence de l'intégrale f
0

R vodt
te: Fla)= —_— Gla) = —
On note (a) /; T (o) j; Thia

2.a. Montrer, pour tout réel ¢ de [0; 11 et tout n de IN :
t(ﬂ—l—l)u

-Z( DR (1)

t(ﬂ+l)o:
1+1=

1+t“

1
b. Montrer que /
0

1)*
ke

c. En déduire gue la série Z
£20

H{a) = a—i—la (ﬁ)

et en déduire :
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“4ro ( 1)!’3—1

H(a):Z ;0‘—1

=1

b. Etablir:
2 1 n—1
Fla) = 1+Z ( )

4.  En utilisant le résultat de II. 4., établir finalement :

™

Flay= -2 -

sin —
tad
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converge et que : Gla) = Z

+ oo dt
H(Q)Z/I 1+t°’-

dt tend vers 0 lorsque I'entier n tend vers I'infini.

4o (_l)k
= ka1

3.a. En utilisant le changement de variable défini par u = t'~*, montrer :



