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La présentation, la lisibilité, Vorthographe, la qualité de la rédaction, la clarié et la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans l'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

Ils ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calcwlatrice et de tou! matériel
électronigue est interdite.

Seule I'utilisation d'une régle graduée est autorisée.

Ce probléme a pour objet I'étude des points en lesguels une application kinéaire de RP dans R atteint son
mazimum sur Uensemble des solutions d'ur systéme diinéguations linéaires.
Pour tout entier p strictement positif, on identifiera R? et M, ;(R),

Partie I. Préliminaires
OUn dit qu'une parfie K non vide de R est majoréde lorsqu’il existe un réel M tel que
Ve K, z €M
n réel M uwérifiant ces inégalites s’appelle un majorant de K ; on dit aussi que M majore K.
Dans ce qui suit on suppose que / est une partie noxn vide et majorée de R.
Soit M un majorant de K et ¢ un élément de K. On définit les saites (. )nen et {vn)nem par:
e =0, va =M

TP ZZ>

et
iy + Uy L Un Uy :
( o Un) — ne majore pas K
Wn e N; (un+lsvﬂ+l) = ( Uy +— U, .
s, T) sinon

1} On suppose, dans cette question seulement, que K = {0, 1fU[3,4[, ¢ = 0 et que M = 10.
Déterminer (u,,,v,) pour tout entier n appartenant a {1,2,3,4}.
2) Omn revient désormais au cas général.
a) Montrer que: ¥n € N, uy, < vy,
b) Montrer que les deux suites (un)nen €t (Un)nen sont adjacentes et conversent vers un réel b.
c) Montrer gue pour tout entier positif n, v, est un majorant de K, puis que b majore K.
d} Montrer qu’il existe une suite d'éléments de K qui converge vers b.
€) On suppose que ¥ est un majorant de K.
& Montrer que ¥ = b.
* En déduire gue b ne dépend pas des chobx initiaux de @ et M pourvi que o appartienne & K et gue
M majore K.
Désorrnais, on notera ax le majorant b de K ainsi gbtenu.
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Partie II. Etude d’un exemple

On munit R? de sa norme euclidienne définie par ||(z,y}]| = /22 + y? pour touf (z,y) appartenant ¢ R2.
1) On considére trois nombres réels a, b, ¢, tels que (o, b)=(0,3). On définit alors les trois ensembles:
B = {{z,y) € R% ax+by+c =0}, Ry = {(z,7) € B%; ax+by+c >0} et R = {(z,7) € R%; ax+by+c < 0}
a) Montrer que % cst une partie ouverte de B2,
On pourra montrer, en utilisant la continuité de (z,y) s ax + by + ¢ en un point (xo, 40} apparteniont
d Ry, quil eriste une boule ouverte ventrée en (Tp,y5) et incluse dans R .
11 s’ensuif, mutatis mutandis, que Fi_ est également une partie ouverte de R2, ce que l'on admetira.
b) Soit (x,¥y) ct (z',y') deux éléments de $t . Montrer gue, pour tout réel A\ appartenant a [0, 1], le couple
()\:c +{1 - Mz’ Ay + (1 — /\)y’) appartient & R ..
c) On suppose que (z,y) et (z’,y) appartiennent respectivement 3 R, et R_.
En considérant la fonction A — a(Az + (1 — A)z’) + b{Ay + (1 — A)y’} + ¢, montrer qu'il existe A dans
i0,1] tel que (AJ: {1 =Ny + {1~ )\)y’) appartient & 9.
2) Soit & un entier strictement positif. On considere des parties non vides et ouvertes de B2 : A;, ..., Ay,
a) On suppose dans cette sous-question que A; N...MN .4y est non vide. Montrer que 4, ... N A, est une
partie ouverte de R2.
Si (zo,yo0) est un élément de A; N ... NAg, on montrera qu’il existe un réel r strictement positif tel que
la boule de centre {zo,y0) et de rayon r soit incluse dans A; N...N Ag.
b) Montrer que A4, U... U Ay est une partie ouverte de R?.
Cmn note A Pensemble {(J:, WER: 220,920, 1-224+y20etl4tax—2y2 0} et g lapplication
définie sur A par:

&
—

V(I:y) = A: g(z,y) 232:_"9‘""'4

a) Beprésenter graphiquement A dans un plan P muni d¢’un repére orthonormé (0.7, 7).

b) Montrer que A est une partie fermée et bornée de R?.

c) Montrer que g admet un maximum sur A.

d) Ce maximum peut-il &tre atteint en un point de 'ensemble A’ défini par :
A’:{(x,y)ERQ; x>0, y>0, 1—2x+y>03t1+m—2y>0}

e) Déterminer I'ensemble des points de A oil ce maximum est atteint.

TP ZZ>

4) On considére la matrice 4 = ( 21 —21 ; (l)) et la matrice colonne B = (i)
i
On note € 'ensemble {X = ii ERYL 2120, 2220, 2320, 24 20et AX =B}.
T4
Eal
a) Montrer que X = z appartient & 6 si et seulement si x1, x2, s, x4 satisfont:
Iy

3 =1—21; + 23, a=141) — 212, {F1,22) €A
2
4 3 R
1 apparienant 3 R7.

3
On munit B* de son produit sealaire canonique: (X,Y) = *X.Y. On considére également Iz fonction f
définie sur € par:

b) On considére 'élérpent W =

YX €@, F(X) = (X, W)

L1
f1s Iz N
» Montrer que f(X) = g{z1,z2) pour tout élément X = x appartenant a €.
3
T4
» Déterminer ensemble des points en lesquels f atteint son maximum sur €.
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Partie III. Sommets et maximum

Désormais n el p désigneront des entiers strictement positifs.
On considére une melrice 4 opparienant & M, (R), et deur matrices colonnes B et W appartenant respec-

tivement ¢ R™ ef BP.

Pour tout élément X de RP et pour tout 1 appartencnt & {1,....p}, nous noterons X; sa i-iéme composants,
X1

et ginsi X = :
X

On dire qu'un éliément X de RP est positif et on éerira X 2 0, lovsgue toutes ses composantes sont positives.
On munit R? de son produst scalgire canonique : {(X.¥) = 'X.Y.
On considére Pensemble € = {X eRP: X 20 et AX = B} et Vapplication f définie sur € par :
VX e%, f(X)={X,W)
On dit qu'un dlément Z de € est un sommet de G lorsque :
V(Z', 2"y € €2, VA €0, 1], (z =AZ' 4 (1— )\)Z”) = (Z’ = Z”)

Xy

SiX=1: est un élément de B?, on notere s(X) Pensemble {i e{l.....pk Xﬁéﬂ} ; cet ensemble sera
Xp

appelé le support de X.

Enfin, on notera C*, C%, ..., CP les colonnes de A,

Toutes ces notations seront utilisées fusqu’a la fin du probléme.
1) Vérifier que si 'élément nul de R? appartient 2 €, alors il est un sommet de €.
2} On revient au cas général et on suppose dans ce qui suit que ‘€ est non vide et que f atteint som maxinauwm
sur € en U. Ce maximum sera noté M. Le but de ce qui va suivre est de construire un somnmet de € en
lequel f atteint son maximum. On suppose done gue IV n’est pas un sommet de € et on considére deux
éléments distincts I/, U” appartenant & € et un réel A appartenant 4 ]0,1[ tels que U/ = AU/ + (1 — X)U/”.
a) Vérifier que f(U') = fF{U") = f(U) et en déduire que le vecteur V = U" — [J' est orthogonal & W.
Le vecteur U” — UV étant non nul, il a au moins une composante non nulle et quitte & échanger U’ et
U" on peut supposer que le vecteur V' égal @ U — U’ admet une composente strictement négative. Cest
CE& qUE NOUS Suppesons désormais.

b} & Montrer que s(U’) < s(U), s(U") C s(U) et s{V) C s(U).
» Pour tout réel p, caleuler : AT + uV).
» Montrer que s(I + ¢V} C s{U) pour tout réel u.

<) Montrer que la famille (C*)i csie) St liée. On pourra considérer AV .

d} On considére K = {p € R, U+ uV € €},
» Montrer que K est une partie noz vide et majorée de R.
# Montrer que ¥ + ag Vappartient & € et que f(U7 + ag V) = M.
Le nombre aye o été défni dans la partie L
e) On suppose que,pour tout ¢ appartenant & s(U}, la i{-idme composante ¥; de la colonne ¥ égale &
U + axV est non nulle.

En remarquant que pour tout i appartenant & s(¥/), (U,- + (o + ,u)V,) = U; + agV;, justifier

lim
pt0
Pexistence d’un réel », strictement positif, tel que I7 + {ax + m)V appartienne a 4.
En déduire que s(U + axV} est strictement inclus dans s(U).
f) Nous noterons désormais UV = I/ 4- ax ¥ et nous supposons que U n’est pas un sommet de 4.
En se servant des questions précédentes, montrer que I'on peut construire un élément U de 4 tel que
FIUPY = M) et tel que s(U'?) soit strictement inclus dans s(U'¢J).
g} Déduire de ce qui précdde 'existence d'un sommet de € en lequel f atteint son rmaximum sur €.
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Partie IV. Existence du maximum de la fonction f

Dans cette partie nous reprenons les mémes notations que dans la partie précédente et nous noterons par {X, X"}
aussi bien le produit scalaire canonique de deux vecteurs X et X' de RP, que le produit scalaire canonique de
deux vectewrs X et X' de B™,

1) Montrer qu’il existe une matrice A’ appartenant M, o (R) telle que

V(X.Y) € R x R®, {AX,Y) = (X, A'Y)

2) Ou note r le rang de la matrice A. On suppose d'une part que r est non nul, et d’autre part que la famitle

o
—

(CY, C2,...,C7) est libre.

On note E 'espace vectoriel engendré par les colomnes €1, ..., C7 de A.
¥,ch)

a) Montrer que l'application 8 ¥ — : est un isomorphisme de F dans R,
{x,c7)

b) Montrer quil existe un unique vecteur colonne Z appartenant a E tel que, pour tout i appartenant
& {1,...,7}, on a (Z,C%) = W;. On rappelle que W; représente la i-iéme composante du vecteur W
introdutt dans le préambule de la partie I

c) Exprimer les comaposantes dans ta base canonique de R? du vecteur colonne A’Z, a I'aide des produits
scalaires (Z,C%), (i=1,...,p).

d) Dans cette sous-question on suppose en outre que: Vi € {r + 1,...,p}, (Z,C%) » W;.

» Soit X un élément appertenant 3 ¢, montrer que {Z, B} > (X, W).

» On suppose qu'il existe un vectenr U/ appartenant a4 6 tel que s{I/) = {1,. . ,r}.

Prouver que la fonction f: X —— (X, W) atteint son maximurme sur € en U et que U est un sommet de
é. .

Dans cette question A et W sont respectivement la matrice et le vecteur introdnits dans la partie I

a) Déterminer la valeur de r.

b) Déterminer le vectewr Z.

c) Est-ce que A/Z -W 207

d) Retrouve-t-on les résultats de la partie 117
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