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Exercice 1

Soient a et b deux réels strictement positifs, X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme

espace probabilisé, indépendantes, suivant chacune une loi exponentielle de parameétres respectifs a etb.
1) Béterminer 1a fonction de répartition, puis une densité, de |la variable aiéatoire - X.
2) Montrer gue Y - X admet une densité, notée h, définie par:

abb exp(-bt) pourt>0 eth(t) = -2

h(t) = exp(at) pour t< 0.

a+

On considére ia variable aléatoire Z = | X-Y ] .

1 bexp(-as) + aexp(-bs)

3) Soit s un réel posiiif. Etablir Fégalite P{Z < s) = o
a+

4) a) Montrer que Z est une variabie aléatoire 4 densité et en donner une densité.

k) Montrer que Z admet une espérance et la calculer.

Exercice 2

Soient n un entier > 2 et E Vespace vectoriel des matrices carrées dordre n a coefficients réels.

1 est la matrice identité de E. On note A la transposée d'un élément Ade E SiA = (aij) appartient 4 E,
on appelle trace de A et on nofe tr{ A ), la somme ay, + a,, + ... +a,, des éléments diagonaux de A.
On considére l'application g de E x E dans IR, qui & deux matrices A et B de E fait correspondre le réel
g( A, B )=1r( 'AB).

1) Montrer que I'application tr qui a tout élément de E associe sa trace, est une forme lindaire sur E.

2) a) Soit M une matrice de £. Montrer que tr{ M } = tr{ 1M ),
b) En déduire que, pour toui couple ( A, B } de matricesde E,onag{ A, B)=g(B,  A).

3) Soit A un élément de E. Montrer que g( A, A} est la somme des carres des coefficients de A,
4) Monfrer, a I'aide des questions précédentes, que g est un produit scalaire sur E.
Soit £ = (e,, €, ..., €,) a base canonique de IR" et f fendomorphisme de IR défini par :

fle ) =e, et pourtoutentierktelque 2 S k£ n, (e, ) =g, 4

5) a) Montrer que f est un automorphisme de IR™.

b) Soit U la matrice de f dans ia base 5. Montrer que Un=| et que U™ = 4.

On suppose, pour les deux questions suivantes, que n = 4.

6) Calculer U2 et U3 et montrer que (I, U, U2, U3} est une famille orthogonale pour le produit scataire g.

7) On note F le sous espace vectoriel de & engendré par |a famille ( I, U, u2 3 ) et V la matrice de E dont |a
premigre tigne est constiteée de 1 et les autres uniquement de 0. Calculer la projection orthagonaie W
de Vsur F.
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Probléme
Dans tout le probiéme, n est un entier positif ou nul, a un entier pair supérieur ou égal a 4 et p un réel
tel que C < p < 1. Pour simplifier les écritures, on pose a,= 2nlg,
Un jeu est une succession de jets d'une piéce qui fait pite avec la probabiité p. Un joueur dispose
initialement d'une fortune a. On note F, |a variable aléatoire égale a la fortune du joueur a liissue du
du n®"e [ancer. On convient que F, est la variable aléatoire certaine égaie a a. On obtient ia fortune
Fq @ partir de F de la maniére suivante :
avant le lancer n+1, le joueur mise une partie X,, entiere, de sa fortune sur pile et 'autre partie, F, - X,
sur face. Si le lancer n+1 fait apparafire pile, la fortune F,, est égale a 2X,, &'l fait apparaitre face,
la fortune F,,, est égale a 2(F,, - X,). Ainsi, & tout instant, la fortune du joueur est un entier pair,
eventuellement nul.
On étudie, dans ce probléme, deux exemples { parties 1 et 2 ) dans lesquels les mises X, sont des
variables aléatoires. A cet effet, an associe aux variables aléatoires F, des polyndmes G, dont les
propriétés générales sont établies en prélim.inaire. Ces polynémes servent & obtenir des informations

sur {'évolution de 1a fortune du joueur tout au long du jeu.

E( X ) et V( X ) désignent, quand elles existent, I'espérance et ta variance de X.
Résultats préliminaires .
1) Pour fout entier positif ou nul n, montrer que F prend ses valeursdans {0 ,2 .4, ., 2a,}

a
n

Pour tout entier positif ou nul n, on définit e polynéme G par: Gy x) = Z P(F,= 2k )x

2) a) Calculer G 1}. k=0

b) Que représente concrétement G ( 0 ) ? Montrer, & l'aide d'un argument probabiliste, que la suite
de terme général G 0 ) est croissante et convergente.
¢) Montrer que G',( 1) = E( F,,) / 2. Etablir de méme que V(F,) = 4G" (1} +2E(F ) -E(F, )2,

3} Montrer que le polynéme G, est convexe sur iR,

Premiére partie
Soit n un entier positif au nul et k un entier tel que 0 < k < a . On suppose dans cette partie que ia
loi conditionnelle de X sachant { F, = 2k } est une loi uniforme sur {0, 1,2, .., 2k -1, 2k }.
1
2K+ 1
{On pourra utlliser le systéme complet d'événements constitué par les deux résultats possibles

1) Eiablir, pour tout entierjtel que 0 < j < 2k, 'égalité P(F, =2 N F, =2k) =

P(F,=2k).

du lancern+ 1)
2) En déduire, pour tout entier j tel que 0 < j £ a,,,, une expression sommatoire de P(F ., =2j).

a,

+ 1
3) Montrer que pour x appartenanta [0 ,1[, G.4{x) = Z S P(F,=2k).
_ (2K + 1)(x—1)
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4) En déduire, pour x appartenant 2 IR, Fégalité : { 1-x)5,.4({x) = J G, (tz) at (1)
X

5) Prouver, en dérivant deux fois cette égalité, que pour toutn 2 0, ona E(F ) =2

Deuxiéme partie {Les deux sous parties A et B sont indépendantes}
On suppose maintenant que la loi conditionneife de la variable X sachant { F | = 2k} est une loi

bindémiale de paramétres 2k etr, rétantunréelde 10, 11

A) Simulation informatique de 'expérience
On considére le programme suivant :
program simulation ;
var a,n,i, X, F:integer;
r,p:real;

function mise( m : integer, 5: real } : integer ;

end ;
begin
randomize ; readin {n ) ; readin{p);readin{r});readin{a) ;F.=a;
foriz=1fondo
begin X =mise(F,1};

frandom <pthen ...............

end ;
end.

La fonction " random " est une fonction sans argument. A son appel, F'ordinateur génare un nombre

aléatoire compris entre € et 1, nombre qui suit une loi uniforme sur [0, 1]. L'instruction * randomize *

est utlisée pour obliger 'ordinateur & générer un nouveau nombre a chaque appel de la fonction.

La fonction " mise " est une fonction qui simule une loi bindmiale de parameéfres m et s. Elle doit

donc prendre, a chaque appel, une valeur aléaloire entiére comprise au sens large entre 0 etm, la

probabilité qu'elle prenne une valeur donnée étant celle fournie par la loi bindmiale de paramétres m et s.

1) Rédiger les lignes manquantes ( déclarations et instructions ) dans la définition de la fonction ™ mise ™.

2) Rédiger les instructions manquantes du corps principal du programme de telle sorte que celui-ci calcule

et affiche les fortunes successives F, ..., F,, du jouseur, les paramétres a, r, p, n étant fournis par

I'utilisateur.
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B) Etude théorique
Dans toute cette partie, on posera A= pr2+ (1-p)(1-r)etB=2{pr+{1-p}1-r)}

1) En procédant comme dans les trois premiéres questions de la premigre partie, montrer gue pour

tout réel x ef foutentiern = D,ona: Gn+1{x)=pGn[(>cr+1~r)2]+(1-p)Gn[(x~xr+r)2]. (2)

Dans les questions 2 et 3, on suppose que p = 12,
On considére le trindme Q, défini par Q( x) = Ax2 + 2r( 1+ )x + A, et la suite (u,,) définie par la condition

initiale ug = 0 et, pour tout entier n = 0, par la relation de récurrence u,,, = Q( u,).

2) a) Montrer, pour tout réel x, I'égalité : Q{ x) =x+ A(x-1)2
b) Montrer que lintervalle [0, 1] est stable par Q.
c) Montrer que |a suite (u) est croissante et convergente. Donner ia valeur de sa limite,
3) a) Montrer, en utilisant { 2 } et ta convexité de G, que pour tout entier n > 0 et tout réel x > 0,ona
linégalité : G4(x} = G, Q(x}]

b} Etablir, pour tout entier n 2 0, I'négalite : G,.,( 0} 2 G,(u, ). Conclure.

On revient au cas général p quelconque.

4) a) Montrer & l'aide de ( 2 ), que la suite (E{ F,)),, est géomeétrique de raison B. _
b) En posant p’' = 1/2 - p et 1" = 1/2 - 1, &tudier la limite de cefte suite suivant les valeurs de p etr.

¢) Montrer que si la suite (E( F,, )), tend vers 0, alors la suite (P( F, = 0 })),tend vers 1.

5) &) Pour tout enfier n = 0, &tablir & I'aide de { 2 ) une relation entre G*,4( 1}, G"(1)etG'(1).
b) Montrer que [a suite de terme général v, = G" ( 1)/ B" est arithmético-géoméirique.
c) En déduire, pour tout entier n 2 0, une expression explicite de G"( 1) enfonctionde a, n, A, B.
On suppose, dans cette demiére question, que p =r = 1/3.

8) a) Calculer les trois réel A, B, B? et en déduire un équivalent de V( F,, } quand n tend vers l'infini.

b) Montrer, & l'aide de l'inégalité de Bienaymeé-Tchebichev, que la probabilité P(F < 274 g} tend vers 1

quand n tend vers l'infini. (On ufilisera les inégalités ; 214 > 10/ 9 et 3-,&:-4 J

Fin de 'épreuve
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