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CONCOURS D’ADMISSION DE 2001
Option scientifique
MATHEMATIQUES I
Mercredi 2 Mai 2001 de 8ha 12k

La présentation, la lisibilité, orthographe, la qualité de la rédaction, la clarié er la précision des
raisonnements entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

iIs ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisation de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite. Seule Uutilisation d'une régle graduée est autorisée.

On étudie dans ce probléme la suite {S,,) définie pour n 2> 1 par :

1 1 1 . - 1
S =l+—+—+...+— cestadire S,= » —.
" 4 9 n? * pz:‘; P
Dans la partie 1, on détermine la limite S de la suite (S,). Dans les parties 1I et III, on explicite
deux méthodes indépendantes permettant d'accélérer la convergence de (S,) vers S.

PARTIE I

On considére pour tout nombre entier p > 0 les deux intégrales suivantes :

I,= jﬂfcoszp(:)dr S =j05r1 cos?P(t)dr.

1°) Convergence de la suite {J,/I,)
a) Etablir 'inégalité suivante pour tout nombre réel t tel que 0 < ¢ <n/2 :

T,
r=—sinlt).
21()

b) Etablir Iinégalité suivante pour tout nombre entier p > 0 :

TCZ

0=, <=, =1,u.).

c) Exprimer /,.; en fonction de I, en intégrant par parties lintégrale f»; (on pourra poser
u(r) = cos(f) et v(1) = cos®*(f) dans l'intégration par parties).

d) Déduire des résultats précédents que J,/I, tend vers 0 quand p tend vers +eo.
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2°) Convergence et limite de la suite (S,)
a2) Exprnimer 7, en fonction de J, et J, ; en intégrant deux fois par parties l'intégrale 7, (p > 1).
b) En déduire la relation suivante pour p > 1 :

J J 1

Y S

I 1 208

-1 P

¢) Calculer J; et fy, puis détermuner la Iimite S de la suite (S),).

PARTIE 11

On accéleére ici la convergence de la suite (S,) vers sa limite .5’ par une méthode due a Stirling.
On désigne par :

« [El'espace vectoriel des fonctions continues de ]0, +oo[ dans IR et de limite mulle en +co.

« fla fonction de £ définie pour tout nombre entier naturel & par :

1 1
fo(x)_; et f"(x)_x(x+1)(x+2)"'(x+k)

» A l'application associant a toute fonction fde £ la fonction Af définie pour x > 0 par :

(A7 Yx) = foet 1) — fix).

pour & > 1.

1°) Sommation de séries télescopiques

a) Etablir que A est un endomorphisme de l'espace vectoriel E.
b) Etablir pour toute fonction fappartenant 4 £ la convergence de la série Z(Af{(p) avec p > 1

et calculer pour tout nombre entier naturel # les sommes suivantes :

DA 5 D AAUp.

p=1 p=n+l
¢) Exprimer Af;_; en fonction de ket de f,. pour k> 1.
d) Emablir pour tout nombre entier naturel & > 1la convergence de la série Zfi{p) et vérfier

pour tout nombre entier naturel # que :

Y filp) =

p=n+l

1 1
k(n+Dn+2) ... (n+k)

2°) Accélération de [a convergence de (S,})
a) Etablir la relation suivante pourp> letg>1:
1 g !
?—Z(k—l)lf;(p) =L 1p.
k=l P
b) En déduire I'inégalité suivante pour n> letg=>1:
- 1 ¢ (k=11 (g—1)!
<
2

o< >

S P Skn+D . (ntk)  (e+Dn+2)(ntg)
¢) En déduire, I'entier g > 1 étant fixé, une suite (S,,") de nombres rationnels telle que :
2
T

0<Z 5 < (g1t :
6 " (n+D{n+2)...(n+gq)
Expliciter S," et 'inégalité précédente lorsque ¢ = 2.
d) Ecrire en PASCAL un algorithme calculant et affichant S,," pour g = 2 lorsque # est donné.
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PARTIE 11

On accélére ici la convergence de la suite (S} vers sa limite S en effectuant un développement

limité de S, sutvant les puissances de 1/n.

1°) Démontrer qu'il existe une et une seule suite de nombres réels (u,) telle que uy =1 et
R

u .
Z "—TP =0 pour tout nombre entier # > 2.
=1

Etablir que les u, sont rationnels et donner u;, #,, u;, 14 sous forme de fraction irréductible.

2°) Etude des polyndmes de Bemoulli
a) On considére la suite de polynémes (U,) définie par :

Uxy=1 et Ufx)= zﬂ:?f;;i pour tout nombre entier 7> 1.
p=0 ;
» Préciser U, U, U, U,
« Montrer que U, = U/, pour n > 1 et U,(0) = U, (1) pour n> 2.
b} On considere une suite de polynémes (V,,) définie par :
Vo=1, V,/ =V, apourn>=1 et V,(0)=V,(1)pourn=>2.
« Etablir que V,”(0)=V,_,(0) pour 0 <p < n et en déduire la formule suivante :
n ‘,;_p(o)xp

V()=

=0 P!
+ Etablir la formule suivante pour tout nombre entier n> 2 :
i V. () =0
1 P ! ‘
« FEtablir enfin que V,, = U/, pour tout nombre entier naturel #.
¢} En déduire I'égalité U, (x) = (~1)"U,(1-x) pour tout nombre entier naturel ».
Montrer alors que uy,4 =0sip > 1.

3°) Accélération de la convergence de (S}
a) Etablir pour p > 1 la relation suivante, d'abord en supposant g =1, puis ¢ > 1 :
U dx 1 1 1 g 1 1 1, 2 (x)dx
— (g +——)+ ) (2k)! - = (2q+2)1| 2
J.u Grpy 2 (p+1)2) kZ:l,( ) “n(pzrm (p+l)2k+1) (2g+2) L (x + p)5i*3

b) En déduire l'inégalité suivante pourn>1letg>1:

o 1 11 G20,
___+_.__ n
:E: 2’13 EE} !12k ]

2
p:an n

(2q +1)1M,

2g+2

< g+l

H

ou Mo,y désigne le maximum de la fonction continue x —> 1Uag11(x)1 sur le segment [0, 1].

¢) En dédwre, l'entier ¢ > 1 étant fixé, une suite (S,”) de nombres rationnels telle que :

7] QarDiMy,,

Expliciter §,," et I'inégalité précédente lorsque ¢ = 2.

d) Ecrire en PASCAL un algorithme calculant et affichant S,” pour g = 2 lorsque # est donné.
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