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CHAMBRE DE COMMERCE ET D'INDUSTRIE DE PARIS
DIRECTION DE L'ENSEIGNEMENT
Direction des Admissions et Concours

ECOLE DES HAUTES ETUDES COMMERCIALES

CONCOURS D'ADMISSION SUR CLASSES PREPARATOIRES

OPTION SCIENTIFIQUE

MATHEMATIQUES 1

Mardi 8 Mai 2001, de 8h. a 12Zh.

La présentation, la lisibilité, l'orthographe, la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des
raisonnements enfreront pour une part imporiante dans Pappréciation des copies.

Les candidats sont invités & encadrer dans la mesure du possible les résultats de leurs calculs.

IIs ne doivent faire usage d'aucun document ; l'utilisarion de toute calculatrice et de tout matériel
électronique est interdite.

Seude H'utilisation d'une végle graduée est autorisée.

Le but de ce prebléme est Uétude du modéle démographique « Proies et prédateurs » de Vito Volterra.

Dans tout le probleme, In désigne la fonction logatithme népérien, o, 3, a. b désignent des réels strictement
positifs, fixés une fois pour toutes, et ¢n définit les fonctions f et g sur RE par:

v e RY, flz) = —alnz + Sx

vy € R, gly) = —alny + by
Enfin, on appelle F la forction définie sur (R ) par:

Yiz,y) € (RE)®, Flao.y) = fl=) +9(y)

Partie I. FEtude de la fonction F

1) Etudier les variations de la fonction f et vérifier qu'elle admet un minimum que Pon note my ; on definit
mg, mutate nemine, celul de la fonction g.

2) On note f) et fo les restrictions respectives de f & J0. afiF et & [of3. +ocl.
On note g; et go les restrictions respectives de g a |0, a/b] et & [a/b, +o3[.
Montrer que 1 définit une bijection de ]0, /3] dans un ensemble que l'on précisera. Enoncer des résultats

analogues pour fz, g1 et g2.
3) Moutrer que F posséde un mininmm et préciser Iensemble des points en lesquels celui-ci est atteint. On

notera mp le minimum de F.

Partie II. Etude des lignes de piveau de F

e . ) wy 2 .s .
On définit pour tout réel c, 'ensemble Ty = {(;t1 yy e (R_;) , Flr,y) = r:}. On se propese d'étudier, dans cette
paitic, la forme de la représentation graphique de I'; daos le plan mumi d’un repére orthonormé.
1) Préciser I, lorsque e < myp et lorsque ¢ = mp.
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2) On suppose désormais ¢ > mpe.

a) Montrer qu'il existe deux réels stricteruent positifs u, et v, tels que:

Up < 9. < U, et Mg =C—f(‘uc) =C_f('uc)

A
b) On note K, 'ensemble des réels strictement positifs = pour lesquels il existe au moins un réel strictement
positif p tel que Fx,y)} = ¢. Montrer que K, = [u,, 1] :
¢} » Montrer que, dans le cas oiz x appartient A Jue, v.[, il existe deux réels strictement positifs 5 tels que
F(x,y) = c et exprimer ces nombres y & Vaide de f, g; ' et gz *.
s Préciser 'ensemble {y € RY, Fizr,y) = ¢} lorsque d'une part = = u, et d’antre part x = ..
d} = Montrer qu'il existe deux fonctions k; et o définies sur [u., v.] telles que:

vz € fug, v, hi(z) € % & k()
et
T, = {(a:, miz), =€ [uc,vc]} U {(a:, ha(2)), = € [uc,vc}}
» Justifier la réprésentation de I', sutvante. Préciser les positions des tangentes éventuelles aux points
d’abscisses ., o/ et v, -

Partie TEIL Etude du cas discret

- . . . : i A .
On considére dans cette partie un réel A et un entier n strickement positifs; on pose § = —- On considére

TL
également deux suites de nombres réels strictement positifs (S;) ocken 6 (Rx) peken telles que:
Sk%_s'i = &{a — bRy)
vk e {0,...,n— 1}, ® k R
el T §{—a + 35,)
R

On pose:

m= Min 8, M = Max 5;, £= Min R;., L= Max Ry
0 Ogksn 0gkEn " 0gkgn

<hgn

S

1)} Dans le préambule d’un programme écrit en Turbo-Pascal on a défini les constantes o, &, @, b, n, et ‘A
P Prog P @y s

2)

précédemment introduites.
Eerire le corps de la procédure :
Procedure calcul(S0,R0 : Real ; Var S, R : Real) ;
qui doit retourner dans S et R les valeurs de S, et R, conformément aux relations décrites au début de
cette partle, sachant que 58=5, et RO=Ryp.
a) Pour tout entier & appartenant & {0,...,n — 1}. caleuler 3(Si11 — S¢) + B(Rii1 — Ry) en fonction de

S et Ry.
r—1 p—I

b) Déterminer, pour tout pe {1,....n}, 5(1,32 Sk — zfabZRk en fonction de 5,. Sy, R, et Ry.

=0 k=0
¢} Meontrer que, pour tout p e {1,....mn}:

1 p—1

Z Skr — Sk Z Ry — R

a!. k+}5’k A * a.i. 0 +;?.k - - d(Sp ﬁSO} +6(RP - RO)
=0 o=
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Sev1 — r (SL-H )2_
& = 2m2

3) a) Montrer que: Vke {0,...,.n— 1}, ’lnSg,.,.;.l —Ins; —

b) En déduire que:

Sk.}.]_ ﬁS}cl Azﬂfz(a+bL

wee{0,...,-“‘1}_.[1ﬂsk+1 - in g, — 2L
&

Iminf
¢) Montrer que pour tout p € {1,...,n}:
r—1
Spp1 — %
InS, —InSp — | <
J nop Il S0 ,z—g S;L
4) On pose ¢ = —exIn S + 38 — aln Ry + bRy. Déterminer un réel A s'exprimant 3 aide de o, 3, a, b, m,
M, £ et L tel que pour tout p appartenant a {0,.... n}, on ait:

A
| —alnSp + 35, —aln R, + R, — ¢/ € -

AZMZ {0 +bL)2
2

Partie IV. FEtude du cas continu

Dans cette pariie on considére deux fonctions § et R définies sar Ry, de classe C1 suy R4, et & valeurs dans
RZ. On suppose que S et R vérifient les relations (€} suivantes:

S'(t)

2 LR
506

W e BO) et ps
R

Dans ces relations, 5/ et R’ désignent respectivement les fonctions dérivées de § ot R.
Le plan est toujours muni d'un repére orthonormé.
1) a) Montrer qu'il existe un réet ¢ tel que pour tout réel ¢ positif le point de coordonndes {S(), R(Y))
appartient & I'.. ensemble introduit dans la partie T1.
b) En déduire que les fonctions S et R sont bornées.
¢) Que peut-on dire des fonctions 5 et R sic=mpg ?

On suppose désormais, ef ce jusqu’d la fin du probléme, que ¢ > mp.
2) Soit # un réel positif. On suppose que §' ne ’annule pas sur [4. +oc[
a) & Montrer que S admet une limite finie en +oc.
» Montrer gue cette limite est strictement positive.
b) Montrer qu'il existe un xéel A tel que R’ ne s’annule pas sur [A, +oc[. Que peut-on en déduire pour R 7
c) » Montrer que 5 admet une limite en +o0.
+oe
* Montrer que cette limite est nulle en considérant la nature de Vintégrale f §'(¢) dt.
a
d) Montrer également que: . lim R(t) = 0.
o
e) En considérant Jes limites de § et B en +oc, mentrer qu’on arrive i une contradiction. En déduire que
S’ g'annule en voe infinité de points.
3) On cousidére dans cette question denx réels positifs 7y et 2 distincts tels que §'fr) = 5 {2} =0, et on
suppose :: 71 < Tz,
a) Montrer quil existe § appartenant a |7, o[ tel que R/(#) =0.
b) Bn considérant les valeurs de S5 en € et 7, montrer qwil existe un réel u strictement positif et
indépendant de 7 et 7 tel que [5(8) — 5(m)| =z pu
¢) Montrer que 5’ est bornée sur R...
d) Montrer qu'il existe un réel 4 strictement positif et indépendant de 7; et 7 tel que [ra — 7| > 7.
4) a} Morntrer qu'on peut trouver trois réels positifs 61, €2, 83 tels que:
t <y < et §'(01)=5{0) =5(05) =0
b} Montrer que 8’ ne s'annule qu'un nomibre fini de fois sur [0, 6;).
¢) En déduire qu'il existe trois réels positifs £;, #a, 3 tels que ;) < £y < #3 tels gue:

{0 St <z <y
Yt e {flf';] S’(f) =0+==tc {tl,tg,tg}
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5) Montrer que 5§’ est de signe constant sur Ji1, 2| et sur Jiz,23[ et que les signes respectifs de 8" sur ces deux
intervalles sont opposés. On pourra considérer les valews de K en ¢, 12, f3.

Dans la suite on supposera que S' est positif sur Jt1,ta] et donc négatif sur Jtg, ta].

6) a) Montrer que S{(t;) = S(ta) = u, et S(tz) = ve.
b} Déterminer les valeurs de R(#1) et R{ts).

7) a) Sur un méme tableau de variation faire apparaitre les variations de § et de R sur [t;,13].
b) En déduire l= sens de déplacement du point M; de coordonnées (S(t), R(t)) sur la représentation

graphique de T lorsque ¢ décrit [, ts].

8) On admet gue si (S1,R1) et (S2,Ry) sont dewx couples de fonctions définies sur R., de elasse ! sur
Ry, & veleurs dans RY, vérifiant les relations (%) et sl existe un réel to € Ry tel que Si(to) = Sa(to) ¢t
By (ty) = Rofte), alors:

Yt e R+, Sl(t) = Sg(t) et Rl(t) = Rg{f.)

Montrer que les fonctions $ et £ sont périodiques de période T = 3 — #;-

9} On considére un réel w positif.
a) Calculer / L) dt
T S
u+T

: 1
b) En déduire la valeur moyenne de R sur le segment [u,u + T}, c’est-a-dire T / R(t) de.

Détermimer de méme la valeur moyenne de § sur le segment [u,w+ T,
10) On. considere dans cette question devx fonctions K et H définies sur Ry, de classe OV sur Ry et & valeurs
dans RY. On comsidére également un réel = appartenant & j0,e[. On suppose que K et H vérifient les

relations (€’) suivantes:

K@) e bH ‘
(&h Vie R (£) " b
v ) = —e+ K
) —a—&+ [K(f)

Dans ces relations, K’ et H’ désignent respectivement les fonctions dérivées de K et .
Montrer qu’il existe un réel © strictement positif tel que les fonctions K et H sont péricdiques de péricde
O et déterminer la valeur moyenne de ces fonctions sur un segment de longueur égale & ©.

Partie V. Le contexte historique du modéle de Vito Volterra

On peut voir dans les eniculs qui précident une représentation de U'évolution d'une populgtion diindividus de
deur types : les proies et les prédateurs. Ceus-ci se nourrissent uniguement de celles-la, ef celles-1a d'une
qutre nourriture disponible en abondance. Les proses, en U'absence de priduteurs, se développereient de fagon
ezponenticlle, mais cette croissance est en fait réduite per la présence des prédeteurs. En revanche, le nombre
de prédateurs, en lubsence de proies, décroftrait de maniére exponentielle, (sans proies is finiraient por
disparaitre), laguelle décroissence est compensée par la présence des proies.

Supposons alors gue celte populotion soit une pepuletion de poissons constituée de proies et de prédateurs
d'effectifs relatifs K(t) et H(t) & Vinstant ¢, (les fonctions K et H ontéic introduites ¢ la question 10) de la
partie IV) ; la constante e apparaissant dans les relations (') représente un taus de péche identique pour les
proies ef les prédateurs. :
Au cours de la premiére guerre mondiale, on a pu constater, dans l'Adriatique, qu’une diminution de la péche

était défavorable auz proies.

Montrer que les calculs de la question TV. 10 expliquent directement le phénoméne observé,
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