QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Enoncé

Quelques pépites extraites du nombre d’or.
1++/5 1-+/5
2 2

— On pose & = (cest le nombre d'or) et & =

~ ~ 1
On observera que ® et ® sont les solutions de 22 =z + 1, et que ® = 3

— Pour tout réel z, on note [z] la partie entiere de x.

Premiere partie
1. Pour tout n > 1, on pose u,, = \/1+\/1+\/1+~--\/1+\/T (ou 1 apparait n fois).

Montrer que la suite (u,),>1 est convergente et que sa limite est égale a ®. [S]

1
2. On pose vy =1 et v,,1 =1+ — pour n > 1.

" v, — P
En s’aidant de la suite de terme général w,, = "—EI\), montrer que lim v, = ®. [S]
fUn — n—oo

Deuxieme partie
Dans cette partie, on étudie les relations entre le nombre d’or et la suite de Fibonacci (F},),>0-
On rappelle que celle-ci est définie par Fy =0, F} =1, et F, 19 = F,, 11 + F}, pour tout n > 0.

1. Dans cette question, on établit une expression de F;, en fonction ®™ et de P,

(a) Montrer que pour tout n de N, on a : F,, = \/Lg(@" — ). [S]

(b) En déduire que pour tout n de N, F,, est 'entier le plus proche de 3—% [S]

2. En utilisant ®, on trouve ici des relations de récurrence d’ordre 1 entre les F,.
(a) Montrer que pour n de N, on a F,q = ®F, + ®". [S]

(b) Inversement, montrer que pour tout n de N, on " = ®F, | + F,. [S]

)
)
(c) Prouver que pour tout n > 1, Fy, = [P Fo,_1] et Fopi1 = [P Fy, | + 1. [S]
(d) Déduire de (2a) que Fy4y = [®F, — ®] pour tout n > 2. [S]

)

(e) Montrer que la suite de terme général u,, = F,,+1 vérifie : Vn > 2, u,11 = [Puy,]. [S]

F,
3. Dans cette question, on pose ¢, = TH, pour tout n > 1.

(a) Montrer que la suite (g,)n>1 converge vers ®. [S]
-1 n+1

(b) Pour tout entier n > 1, prouver qu’on a 'égalité g,+1 — g, = % [S]
nint1

(c) Etablir que les suites (gon)n>1 €t (¢2n+1)n>0 sont adjacentes. [ S|

(@) Caleuler 52 S0 cestacdire 1im 30 SR g

alculer , C’est-a-dire lim —
n=1 FnFn+1 N—oo 21 FnFn-l—l

(e) En revenant aux notations de (I.2), montrer que ¢, = v, pour tout n de N*. [S]
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QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Enoncé

Troisieme partie

Pour tout réel z > 1, on note Ey(z) = {[nz],n € N*} et Ey(x) = {[nz?],n € N*}.
On remarque que Fi(z) et Ey(z) sont deux parties de N*. Plus précisément '’hypothese x > 1
implique que ([nz]),>1 et ([nz?]),>1 sont deux suites strictement croissantes de N*.
1. Dans cette question, on va montrer que F;(®) et Fy(P) sont deux ensembles disjoints.
Par I'absurde, on suppose qu'il existe m,n dans N* tels que [m® | = [n®?].
(a) On pose p = [m®] = [n®?]. Montrer que p = [n®] + n. [S]
(b) Montrer que U'entier m est égal & [n®] ou bien a [n®]+ 1. [S]
(¢) On suppose m = [n®]|. Montrer m < (p — m)®. En déduire une contradiction. [ S|
(d) On suppose m = [n® ]+ 1. Montrer que m > (p —m + 1)®.

En déduire une contradiction et conclure. [S]

2. Dans cette question, on va prouver que la réunion de E;(®) et de Eo(P) est égale a N*.
Il en résultera que les ensembles Fy(P) et de Ey(®P) forment une partition de N*.

EP(®) = {[k @],k € Jom-1}

Pour tout m > 2, on note J,, ={1,2,3,4,...,F,} et
{ ot { ) (107 € g

(a) Préciser le cardinal de E7*(®) et de EJ'(P). [S]

(b) En utilisant (II2¢) montrer que EJ*(®) et E*(P) sont des parties de Jop,. [S]
(c) Montrer finalement que E7*(®) et EJ'(®) forment une partition de Ja,. [S]
(d) Conclure. [S]

3. Dans cette question, on suppose qu’il existe deux réels a, b, avec 1 < a < b, tels que :

— Ei(a) et Ey(a) forment une partition de N*,
— E1(b) et Ey(b) forment une partition de N*,

On va constater que cette hypothese conduit a une contradiction. Il en résultera que ®
est le seul réel > 1 tel que Fi(x) et Ey(x) forment une partition de N*.
(a) Vérifier que pour tout n de N*, on a [na] < [nb] et [na®] < [nb?] [S]
(b) Justifier 'existence d’un entier p > 1 minimum pour lequel [pa] < [pb].
Justifier I'existence d'un entier ¢ > 1 minimum pour lequel [ga?] < [¢b?]. [S]
(c) On suppose qu’il existe n dans N* tel que [pa] = [nb].
Montrer que n < p puis en déduire une contradiction.
En déduire qu'il existe r € N* tel que [pa] = [rb?]. [S]
(d) Avec les notations précédentes, montrer r > ¢ et en déduire [pa] > [qa®]. [S]
(e) En s’inspirant des deux questions précédentes, montrer 3s € N*, [qa?| = [ sb].
Prouver que s > p et en déduire [qa?] > [pa]. [S]

(f) Conclure cette partie du probleme.
A titre d’exemple, répartir les entiers de 1 a 30 entre E1(®P) et Ey(®P). [S]
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QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Enoncé

Quatrieme partie : le jeu de Whytoff

Ey(®) = {[n®], n e N}
Ey(®) = { [n®?], n € N*}
Pour simplifier les notations, on pourra poser a, = [n®] et b, = [n®?] pour n > 1.

On rappelle que 'égalité ®* = ® + 1 implique b, = [n(® +1)] = [n®] + n = a, + n.

Le jeu décrit ici était connu en Chine sous le nom de tsyan-shidzi (le choiz des pierres). Il a

été réinventé par le mathématicien néerlandais Willem Abraham Wythoff (1865-1939) qui en
publia une analyse complete en 1907.

On rappelle que les ensembles { forment une partition de N*.

Deux joueurs font face a deux piles de pieces de hauteurs inégales. A son tour, chaque joueur
retire un nombre quelconque de pieces (au moins une). Il peut choisir de retirer ces pieces dans
une seule colonne ou dans les deux. Mais dans ce dernier cas, il doit retirer le méme nombre de
pieces dans les deux colonnes.

Le joueur qui retire la derniere piece gagne la partie (on comprend pourquoi les deux colonnes
doivent au départ étre de hauteurs inégales!)

On dira que les deux piles sont configurées si elles contiennent respectivement a,, pieces (pour
la pile la moins haute) et b, pieces (pour la pile la plus haute.) pour un certain entier n > 1.
On étend cette définition en posant ag = by = 0 (dans ce cas les deux piles sont vides : le joueur
qui atteint cette configuation a donc gagné.)

1. Dans cette question suppose que les colonnes sont configurées (et non vides.)
Montrer qu’au tour suivant elles ne sont plus configurées. S|

2. Dans cette question on suppose que les colonnes ne sont pas configurées.
Montrer qu’on peut jouer de telle sorte qu’au tour suivant elles le soient. [S]

3. Déduire de ces résultats une stratégie pour ce jeu. Cette stratégie sera gagnante pour le
premier ou pour le second joueur, selon ’état initial des deux piles de pieces. [S]

4. Au départ, les piles contiennent 17 et 28 pieces. Grand prince, votre adversaire vous donne
le choix : soit vous commencez, soit il commence. Que faites-vous? [ S|

5. Le jeu suivant a été inventé vers 1960 par Rufus P.Isaacs, un mathématicien de I'université
Johns Hopkins (Baltimore, Maryland.)
Ce jeu pourrait s’appeler « coince la reine dans un coin ».
Deux joueurs déplacent a tour de réle une reine sur un échiquier (virtuellement infini vers
la droite et vers le haut) a partir d’une position initiale.

La reine ne peut se déplacer que vers le bas, vers la
gauche, ou en diagonale dans la direction sud-ouest.

A
B

Chaque joueur déplace a son tour la reine, d’au moins
une case, et dans 'une des trois directions possibles.

Est déclaré vainqueur le joueur qui amene la reine sur
la case située en bas et a gauche de I’échiquier.

Ci-contre, voici une situation initiale.

Vous avez le choix de commencer a jouer ou de laisser
jouer votre adversaire en premier. Que faites-vous ?

[S]
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QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Corrigé
Corrigé du probleme
Premiere partie
1. On a upyq1 = /1 +u, (pour n > 0 en posant uy = 0) et on en déduit :
11+ u, — P? |, — P 1
Upe1 — Pl = V1 +u,, — P| = = < Uy — P
[tun+1 — @] =| | Vitu,+® Vitu,+o 1+<I>‘ |
1 1

Une récurrence évidente donne |u,, — ®| < o |ug — ®| donc |u, — ®| < FommY
Puisque ® > 1, il en découle lim |u,, — ®| =0 donc lim u, = ¢. [Q]

fo v, — P

2. v, est défini pour tout n > 1 et est dans R*™*. On peut donc poser w,, = =
~ -~ Un -
Avec ®=1+1/P et =1+ 1/P, on trouve :
1 1 1

v —® T T B0 @
Wpy1 = = = = =— ——= = — W,

Upt1 — P 1_|_i_215 i_i Py, -0 @

Un, Un P 5
La suite (wy,)n>1 est géométrique de raison g = 3= —®2 €]—1,0[, donc lim w, = 0.
Pour tout n de N*, on a v,, = 1—w Puisque lim w,, =0, il vient lim v, = ®. [Q]
— wn n—oo n—oo

Deuxieme partie

1. (a) Posons x, = \%(CI)" — @) pour tout n de N. On a zg = 0= Fy et 7, = 1 = F}.
On se donne n > 2 tel que F,,11 = z,41 et F,, = x,,.
Fopy = Fua + Fy = J2(@7 = @) 4 (2" — 37
= (@1 = F @+ 1) = (O -5 =y
Cette récurrence montre donc que F, = x,, pour tout n de N. [Q]
(b) 11 suffit de montrer que la distance entre F), et f est strictement inférieure a %

5
Or |® \f‘ = \[ ]<I>] 7 < %, ce qui établit le résultat.

Remarque : pour tout entier naturel n, on peut donc écrire : F,, = [ 7 + ﬂ [Q]

2. (a) On utilise la résultat de la question (II1a). Pour tout entier n > 0 :
OF, + & — L (on Gy - 2O G OO )
V5 - -3
(b) L’égalité est vraie si n = 0 car ®F; + Fy = ©.
Soit n dans N*. Supposons que 1’égalité soit vraie au rang n — 1. Alors
ot =@ o =P (DF, + F,_1) = ®*F, + OF, 4
=(Q+1)F,+QF, 1 =Q(F,+F)+ F,=QF, 1+ F,

La propriété est donc vraie au rang n, ce qui acheve la récurrence. [Q |
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(c)

(d)

QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Corrigé

Pour tout n > 1, on a ®Fy, 1 = Fy, — 21 et ®Fyy, = Fy, g — D2,
Puisque —1 < ® < 0, on a 0 < — &> < 1 donc [®Fy,_1] = Fay.

Pour les mémes raisons, on a 0 < &2 < 1 donc [®Fy, ] = Fopyy — 1. [Q]
Les F;, étant des entiers, il s’agit de prouver F,,; < ®F,, — d < F,+1.
D’apres (2a), cela équivaut a prouver P < —d < O+ 1.

On sait que —1 < ® < 0. Il en découle ®F > —1 pour tout k > 0.

On en déduit " + & = B(O"1 + 1) < 0 pour n > 1.

De méme &" + & + 1 :§”+C/I\>2:&>2((/IS”*2—I—1) > (0 pour n > 2.
Conclusion : pour tout entier n > 2, on a F, 1, = [DPF, — @] [Q]

Pour tout n > 2, et en utilisant I'égalité 1 — d=0:

Unsr = Fpy1 +1=[®F, —®]+1=[0F, —®+1] =[®(F, +1)] = [Pu,] [Q]

~

P ~
D’apres (3a), ¢, = (IJ—{—F. Or lim ®" =0et lim F,, = 4+o00. Donc lim ¢, = ®. [Q]
" Foy  Fouy  FyFyio— F?2
Pour tout n > 1, on a ¢,41 — ¢, = Fni — le = F:j?nJrl ntl

Posons v, = F,Fj,45 — F, ;. On va donc montrer v, = (—1)""!, pour tout n > 0.

La propriété est vraie si n = 0 car vy = FyFy — Ff = —1. Pour tout n > 0 :
Uny1 = Fpp1Fus — Fry = Fop(Fugo + Fogr) — (Fo + Fo) Frgo
= Fg+1 — FoFh2 = —u,

La suite (vy,)n>0 est donc géométrique de raison —1, et vy = —1.
_ Up o (_1)n71

FL F EFL F
Pour tout n > 1: gnya — Gn = (Gni2 — Gnr1) + (Gnr1 — @n)-
Dapres (40) : gusa — gu — ot (D" ()" P = ) (=D

Fn+1Fn+2 FnFn+1 FnFn+1Fn+2 FnFn+2

= Ty <0t ot e = F%llFQnH -0

Ainsi la suite (gon)n>1 est décroissante, et la suite (ga,—1)n>1 €st croissante.

On en déduit v, = (=1)"" puis : Vn > 1, g1 —

[Q]

En particulier go,10 — qon

On sait par (4a) que ces suites convergent vers ®. Elles sont donc adjacentes. [Q ]
Cy

N
Pour tout N > 1, ona ) rE . > (i1 — @n) = avi1 — @1 = v — Q1
n=1 'mint+1 n=1

Or lim ¢, = ®. On en déduit iﬂ: lim %ﬂ:q)—l. [Q]
n—o0 =1 FoFhy1  NoooyZy FLFLi
On observe d’abord que v; = ¢; = 1.
D’autre part, pour tout n > 1, g, = Fnio _ Fni 0w 1+ fn 1+ i
Fon Foa Foa an

Ainsi (gn)n>1 €t (v,)>1 ont méme terme initial et vérifient la méme récurrence.

On en déduit I'égalité v,, = g, pour tout n de N. [Q]
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QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Corrigé

Troisieme partie

1. (a)
(b)

Ona®*=3®+1doncp=[nd?|=[nd®+n]=[n®]+n [Q]
On a les inégalités p < m® < p+1et p < nd? <p+ 1.
On en déduit les inégalités m® < n®? + 1 et n®? < m® + 1.
Il en résulte les inégalités nd + d<m<nd—®doncn®—1<m<nd+1.
On en déduit [n®] —1<m <[n®]+1doncm e {[n®],[n®]+1}. [Q]
Onam=[n®] <nd car ® ¢ Q. Ici p =m +n, donc m < (p —m)®.
Cette inégalité s’écrit m(1 + @) < p®, c’est-a-dire mP? < p® donc m® < p.
Mais ce résultat contredit p = [m®] c’est-a-dire p < m® < p+ 1. [Q]
Onam=[n®|+1>nd. Icip=m—1+n,doncm>(p—m+1)P.
Cette inégalité s’écrit m(1 4+ ®) > (p + 1)® donc m® > p + 1.
Mais ce résultat est absurde car p = [m® ] donc p < m® < p+ 1.
L’hypothese que E}(P) et Ey(P) ont un point commun est donc absurde.
Il en résulte que ces deux ensembles forment deux parties disjointes de N*. [Q ]
Puisque @ > 1, les suites k — [k ®] et k +— [k ®?] sont strictement croissantes.
card(E7(®)) = card(Jam-1) = Fom—1
card(EY"(®)) = card(Jom—2) = Fom_o Q]
D’apres (I12¢), on sait que [P Fy, 1] = Fop, et que [PFyy, o] = Fopog — 1.
Sil<k<Fy,jalors 1 <[k < [PFop_1] = Fop.
Ce résultat signifie que ET*(®) est une partie de Jo,.
Sil<k<Fy,alors1<[kP?] < [DP?Fy, o]
Or [P Fop—2] = [(14 D) Form2] = Foppot+[PFom—2] = Fopot+Fop1—1 = Fo,—1.
Pour tout k de {1,2,..., Fy, o}, on a donc 1 < [k ®?]| < Fy,.
Cela signifie que EJ'(®) est également une partie de Ja,. [Q]
On sait que E7*(P) et EI*(P) sont des parties de Jy,.
Elles sont disjointes car EJ*(®) C Ey(®), EF(P) C Exy(P) et £y (P) N Ey(P) = 0.
On en déduit : card(E]*(®) U EF*(®)) = card(E](P)) + card(EY (D))

= Fom1 + Fopo = Fyy, = card(Joy,)
I1 en découle que la réunion E7*(P) U EJ'(P) est égale a Jo, tout entier.
Ainsi les ensembles E7"(®) et EY'(®) forment une partition de Jop,. [Q]

Il en résulte que {

On se donne un entier n quelconque dans N*.

Il existe un entier m tel que n < Fy,, c’est-a-dire tel que n appartienne a J,,.
D’apres ce qui précede, on a n € E7*(®) ou n € EJ*(P).

Dans le premier cas, n est dans E;(®P), et dans le deuxieme il est dans FEy(P).

Conclusion : la réunion des ensembles Fy(®) et Ey(P) est égale a N*. Comme ces
deux ensembles sont disjoints, ils forment une partition de N*. [Q |
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3. (a)

(b)

QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Corrigé

Puisque 1 < a < b, on a les inégalités na < nb et na® < nb? pour tout n de N*.
[nb] et [na?] < [nb?] pour tout n > 1. [Q]

1
,on an(b—a)>1doncnb>na+1donc [nb]
—a

I1 en résulte évidemment [na| <

> [na] + 1.

P >
our n b

L’ensemble des entiers n tel que [na] < [nb] est donc une partie non vide de N*.

Il en résulte que cette partie possede un plus petit élément p.

Pour les mémes raisons, il existe un entier ¢ minimum tel que [ga?]| < [¢b*]. [Q]
[nb].

[pb] donc n < p.

[nb].

On suppose donc qu'il existe n dans N* tel que [pa] =
On sait que [pa] < [pb]. Il en résulte [nb] <
Mais par définition de p, I'inégalité n < p implique [na| =

] = [pa

Ainsi l'entier [pa] > 1 n’est pas dans 'ensemble E;(b).

Il en découle [na |, donc n = p, ce qui est absurde.

Il est donc dans E(b), car Ey(b) et E5(b) forment une partition de N*.
[r0?]. [Q]

Si on avait r < g, il en résulterait [ra®| = [rb*] (par définition de q.)
On en déduirait [ra®] = [pa], ce qui est absurde car E;(a) N Fy(a) = 0.

Autrement dit, il existe r € N* tel que [pa| =

On en déduit r > ¢ puis [pa] = [70?] > [qb?] > [qa®]. [Q]
Supposons qu'il existe n dans N* tel que [ga®| = [nb*].
Puisque [ga?]| < [gb*], il en découle [nd?] < [qb?] donc n < q.

[nb?].

| donc ¢ = n, ce qui est contradictoire.

Mais par définition de ¢, I'inégalité n < ¢ implique [na*] =
2] = [na?
Ainsi lentier [ga®] > 1 n’est pas dans Fy(b). Il est donc dans Fy(b).
Autrement dit, il existe s dans N* tel que [ga®] = [ sb].

On sait [ga®] # [sa] car Ey(a) N Ey(a) = 0. On en déduit [sb] # [ sa].
Par définition de l'entier p, cela implique s > p.

[sb] = [pb] > [pa]. [Q]

Avec les notations précédentes, on est arrivé a [ga®] <

11 en résulte [qa

Il en découle [ga®] =
[pa] et [qa®] > [pa].

Cette absurdité prouve qu'’il n’existe pas deux réels distincts x > 1 tels que E;(z) et
Es(x) forment une partition de N*.

Or on sait que le réel x = ® possede cette propriété : il est donc le seul.

Le tableau suivant montre comment se répartissent les entiers de 1 a 30 :

1=[0] 2=[®] 3=[0] 4=[36] 5=[207 6= [4d]
= [302 8= [59] = [60] 10=[49?] 11=[70] 12 = [3P]
13 =[502] 14=[90] 15=[63?] 16=[100] 17 =[11®] 18 = [7D?]
19 = [120] 20 = [80?% 21 = [13®] 22 =[140] 23 =[90? 24 = [150)]
25 = [16®] 26 = [1002] 27 = [17®] 28 = [1182] 29 = [18D] 30 = [19P]
[Q]
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QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Corrigé

Quatrieme partie : le jeu de Wythoff

1. On suppose que les colonnes contiennent respectivement a,, et b, = a,, + n pieces.
La différence n = b,, — a,, est caractéristique du niveau de configuration.
Il est donc clair que si on retire autant de pieces aux deux colonnes, celles-ci ne sont plus
configurées (la différence n est restée la méme, mais les hauteurs ne sont plus a, ou b,.)

De méme, si on retire des pieces dans une seule colonne, I’ensemble n’est plus configuré
(si une pile contient encore a, pieces, 'autre n’en contient plus b,, et inversement : on
utilise ici le fait que les ensembles {a,,n > 1} et {b,,n > 1} forment une partition de N*,
et que les a,, sont distincts deux & deux, ainsi que les b,.) [Q]

2. Notons z et y les hauteurs de ces deux colonnes, avec 0 < z < y.
Remarque : il est possible qu’on ait = = y, si le joueur précédent est tres maladroit !

— Si x =0 (nécessairement y > 1), on retire toutes les pieces de la pile de hauteur y.

On arrive ainsi a la configuration 0, et on est le vainqueur!
— Sixz =y > 1, on vide les deux colonnes en méme temps, et on a gagné.

- Sil<x<y,soit n=y—x>1 ladifférence des deux hauteurs.
On va comparer x avec a, = [n®] > 1 (on a x # a,, sinon y = a, +n = b,.)
© Six > a,, alors on enléeve ¢ = x — a,, pieces aux deux colonnes.
Les hauteurs deviennent a,, et y—x+a,, = n+a, = b,, et les colonnes sont configurées.

o Six < a,, alors deux cas se présentent.
— Oubienilexistepe {1,...,n—1} tel que z =a,. Onap < (n=0—a).
On enleve alors ¢ = n — p pieces de la colonne qui en contient y.
Les hauteurs sont alors a, et y —n+p =z +p = b, : les colonnes sont configurées.
— Ou bien il existe ¢ > 1 tel que x = b, = a, + q.
Dans ce cas on enleve ¢ = y — a4 de la colonne qui en contient y.
Dans cette colonne il reste a, pieces et on est en configuration (a,, b,).

Conclusion : quand on part d’une situation ou les colonnes ne sont pas configurées, on
peut toujours jouer de telle sorte qu’elles le deviennent. [Q |

3. Siaudépart les colonnes sont configurées, alors le deuxieme joueur va gagner s’il maintient,
a chaque fois que c’est son tour de jouer, les deux colonnes en position configurée (on
sait que l'autre joueur rompt toujours la configuration.) Si au départ elles ne sont pas
configurées, c’est le premier joueur qui a une stratégie gagante (il configure les colonnes
lors du premier tour, et il maintient la configuration tout le long de la partie.) [Q ]

4. On vérifie que 17 = [11®] et 28 = [11P?].
On part donc d'une position configurée. Le mieux est de laisser I'autre commencer! [ Q]

5. C’est bien sir le méme jeu, en remplacant les hauteurs des colonnes de pieces par les
coordonnées (z,y) de la reine. Un déplacement horizontal ou vertical correspond a une
diminution de la hauteur d’une seule pile de pieces, alors qu'un déplacement diagonal
correspond a une diminution égale des deux colonnes.

Dans la situation de 'exemple, on a x = 11 et y = 9 (on compte a partir de 0.)
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QUELQUES PEPITES EXTRAITES DU NOMBRE D’OR.

Corrigé

Ona9=1[6®]et 11 =[7P]: on n’est pas en position configurée.
Il faut donc mieux jouer en premier. Ici x — y = 2, et a, = 3 donc y < as.
On se déplace donc en diagonale de y — ay = 6 cases, pour aller en (5,3) = (by,a2). [Q]

On a représenté ci-dessous un échiquier de taille 25 x 25.

Sur cet échiquier on a représenté (par une reine) les positions gagnantes (disons plutot
les positions a partir desquelles on est str de pouvoir gagner si on ne fait pas d’erreur.)

Ces positions gagnantes sont les cases de coordonnées {x,y} = { [n®],[n®?] }.

On trouve ainsi les couples (z,y) ou (y,x) définis par :

{z,y} € {{0,0},{1,2},{3,5},{4,7},{6,10},{8,13},{9, 15}, {11, 18}, {12,20}, {14, 23} }
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A partir de toute position gagnante, un déplacement conduit a une position non gagnante
(autrement dit, deux quelconques des reines ci-dessus ne sont jamais en prise.)

Enfin a partir de toute position (non gagnante) de 1’échiquier, on peut se déplacer en un
seul mouvement vers une position gagnante (exemples de trajectoires en pointillé.)
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