
SUJETS COURTS DE MATHEMATIQUES

BILINEAIRE 2 HEC.ESCP

ENONCE DE L'EXERCICE

ENONCE−2

Soit E un espace euclidien et n ∈ N∗.

Montrer que ∀(x1, . . . , xn) ∈ En, la fonction f de E dans R définie par f(x) =
n∑

i=1

||x−xi||2

atteint son minimum en x = 1
n (x1 + · · ·+ xn).
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El�ements de correction : bilin�eaire, euclidien.2

Notons 〈a, b〉 le produit scalaire des vecteurs a et b de E.

On écrit x− xi = (x− x) + (x− xi) ; il vient alors

||x− xi||2 = ||x− x||2 + ||x− xi||2 + 2〈x− x, x− xi〉
Sommons ces égalités de i = 1 à i = n, on a :

f(x) =
n∑

i=1

(
||x− x||2 + ||x− xi||2 + 2〈x− x, x− xi〉

)

=
n∑

i=1

||x− x||2 +
n∑

i=1

||x− xi||2 + 2
n∑

i=1

〈x− x, x− xi〉

= n||x− x||2 + f(x) + 2〈x− x,

n∑

i=1

(x− xi)〉

en utilisant la linéarité du produit scalaire par rapport à la deuxième variable

= n||x− x||2 + f(x) + 2〈x− x, nx−
n∑

i=1

xi〉

= n||x− x||2 + f(x) + 2〈x− x, 0E〉

car x = 1
n (x1 + · · ·+ xn) équivaut à nx−

n∑

i=1

xi = 0E

Donc f(x) = n||x− x||2 + f(x)

Pour tout x ∈ E, f(x) ≥ f(x), donc f admet un minimum en x
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