ANALYSE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-29

1) Soit P € Ry[X]. Montrer que :
(Vz €R, P(z) > 0) < (3(R,S5) € (R[X])2 / P =R+ S?)
Ind : on pourra décomposer P dans Cy[X]
2) Généralisation : soit P € R[X]. Montrer que :
(Vz €R, P(z) > 0) < (3(R,S) € (RX])2 / P =R+ 52)
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CORRIGE DE I’EXERCICE NUMERO 29

1)
Soit P € Ry[X]. Si P a un degré égal a 1, alors il change évidemment de signe.
Si P >0 sur R, alors P est une constante ou un polynome de degré 2.

e Si P est une constante, cette constante, K est positive, donc P = (VK)? + 0%
R=+VK et S =0 conviennent.

e Sideg(P)=2. 1l existe (a,b,c) eR* xR? / P=aX?+bX +c.
La limite de P en +oo vaut +oco, donc a > 0.

_ b2, 4ac—b?
b?> — 4ac < 0 sinon le polynome P aurait deux racines réelles distinctes, donc il

2
changerait de signe. Puisque a > 0, alors % > 0.

N b - dac — b? : 2 2
PosonsR_\/a(XJr%)etS_ T,onablenP_R + 52

2)

e Soit P € R[X], de degré n > 1. Alors on peut écrire P = a, X" + Q avec a, # 0 et
deg(Q) <n—1.

P(x)= ~ apz". SivVzcR, P(x) >0, alors lim a,z" vaut +oo

(| |—+o0) |z |—+o0
Lorsque z — 400, cela impose a, > 0 et lorsque » — —oo cela impose n pair.

Donc Vz € R, P(z) > 0 = P = az, X% + Q avec ay, > 0 et p > 0 (notons que les cas
p=0et p=1ont été traités dans la question 1).

Faisons alors une récurrence sur p

Pour p =0 et p=1, c’est déja fait.

Soit P € R[X] / Vx € R, P(z) >0 et deg(P) = 2p + 2.

D’apres le théoreme de d’Alembert, le polynome P admet au moins une racine z, € C.
e Sixz € R, alors cette racine est d’ordre au moins égal a 2.

En effet, si 'ordre de la racine z, était 1, on pourrait écrire P = (X — 2¢)Q, avec
Q(z0) # 0. Par continuité de la fonction @ au point z¢, celle-ci garde un signe constant
(celui de Q(z0)) au voisinage de x,. Donc le signe de P change au voisinage de =z,
puisque celui de z — 2o change.

On peut donc écrire P = (X — 20)%2Q; avec deg (Q1) = 2p.

Pour tout z € R — {z¢}, P(z) et Qi(z) ont le méme signe ou nuls en méme temps.
Donc vz € R — {z0}, Qi(z) > 0. Par continuité au point zq, Q1(xo) > 0.

Donc deg(Q1) = 2p et Q; > 0 sur R. On peut appliquer 'hypothese de récurrence a
Q1 :

Il existe (Ry,51) € (R[X])? / Q, = R? + S2.

On obtient alors P = ((X — z0)R1)? + (X — 20)51)%. Les polynomes R = (X — x9)R; et
S = (X — xp)S; conviennent.

e SizyeC—R, alors 7 est aussi racine de P et on peut écrire :

Le polynoéme (X — z0)(X — 7o) n’a pas de racines rélles, il garde un signe constant,
celui de X2, donc il est strictement positif.
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D’apres la question 1), on peut écrire (X — x)(X — Zg) = A2+ B? ou A et B sont des
polynomes de Ry[X].

Puisque P >0 et (X —z)(X — ) > 0, il s’ensuit que Q2 > 0. De plus deg(Q:) = 2p ; on
peut donc appliquer ’hypothese de récurrence et écrire Q, = C?+ D?, ou C et D sont
des polynomes. On obtient
P = (A%+ B?)(C?+ D?)

= A2C? + A’D? + B2C? + B2D?

= (A%2C? + B?D?) + A?2D? + B%(C*?

= (AC + BD)? —2ACBD + A?D? + B2C?

= (AC + BD)? + (AD — BC)?

Les polynémes Ry = AC + BD et Sy = AD — BC conviennent.

La propriété est donc héréditaire et par principe de récurrence elle
est vraie pour toutes les puissances (paires nécessairement) de P
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