ENDOMORPHISMES 4 HEC.ESCP

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-4

Soit. E un espace vectoriel de dimension finie. Déterminer les endomorphismes f de
E tels que, pour toute droite vectorielle D incluse dans E on ait f(D) C D.

On rappelle peut-étre qu'une droite vectorielle est un espace de dimension 1.
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Indications - Endomorphismes 4.

e Considérer une base de E et montrer que ses vecteurs sont des vecteurs propres
de f.

e Montrer que f est une homothétie vectorielle.
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Eléments de correction : endomorphismes 4.

Soit D une droite vectorielle : il existe u # 0g tel que D = vect(u). On sait que
f(D) = vect(f(u)), et par suite f(D) C D si et seulement si f(u) € D. Donc il existe un
réel X tel que f(u) = Au. Ce qui prouve, mais ce n’est pas indispensable de le noter,
que u est un vecteur propre de f puisqu’il est non nul.

Notons n, n > 1, la dimension de E et considérons maintenant une base (ey,...,e,)
de E. Pour tout indice i € [1,n], la droite D; de base ¢; est stable par f, donc

Vie[l,n], 3N €R [/ fle;) = Nie;
Vi€ [1,n], Ja; €R / f(e1 +e;) = aj(e; +¢;). Par linéarité de f :
fler+e;) = fler)+ f(e;) ; ce qui donne a;(e; +e;) = Aieg + Aiej, OU aier +aze; = Areg + Aie;.
La famille (e, e;) étant libre, en tant que sous famille d’une famille libre, on déduit :
Vi€ [1,n], N = A\i(= ;)

Donc Vi € [1,n], f(e;) = A\e;. La matrice de f dans la base (ey,...,e,) est égale a A\ 1,,.
Ce qui veut dire que

VYu € E, f(u)=M\u: f est une homothétie vectorielle.
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