VARIABLES A DENSITE 8. HEC ESCP

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE-8

Soit (Q,7, P) un espace probabilisé.

On considere une suite de variables (Xj)r~o mutuellement indépendantes, définies sur
2, de méme loi exponentielle de parametre 1. Soit N une variable aléatoire, définie
sur Q, suivant la loi géométrique sur N*, de parametre p € )0, 1], et indépendante des
variables X; pour tout k.

On définit, pour tout w € Q, la variable U par :

Vw e Q, Uw) :1<£Iii151(w) (Xk(w)).

Déterminer la loi de U (fonction de répartition et densité).
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Indications - var a densité 8.

Calculer Py_,(U > z) pour z > 0, puis P(U > z) ; déterminer P(U > z) quand z <0 et
en déduire la fonction de répartition de U.

0 siz<0
On trouve vz € R, Fy(z) =4 1—e™® & 4

1—qe™
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var a densité 8.

Par indépendance des variables X;, on a :

Vn>1, Pn=n(U >2z) = P(Xk > )

/ ¢tdt)
(jiim, [ ea)

lim (—e Y 4+e” m))

A/_\/—\

siz<0, (U>z)=Q puisque U(Q) =R, donc P(U > ) =1.

Utilisons le systeme complet d’événements (N = n),>; : d’apres la formule des
probabilités totales,

siz>0,P(U>z) ZP = n)Py—n(U > )

+oo
= qu"_lPN:n(U > x)

n=1

P(U > ) = qu"ilefm

+oo

— pefa: Z(qefm)nfl

n=1
—+o0

=pe ") (ge™")
3=0
=z 1 _ _pe”
1—qge ™ 1—gqe”
En effet, il s’agit de sommer une série géométrique convergente puisque sa raison
ge " €]0,1].
Vz €R, Fy(z) =1- P(U > x), d’ou le résultat :

0 siz <0
Ve eR, Fy(z) =14 pe’” _1—e® :
) — = S1 >0
1l—qge™ 1—gqe " .

x

T

Pour une densité fy de U, on dérive Fy; sur R, et on prend f;(0) =0, ce qui donne

0 siz<0
Ve R, fule)={ v

A—gc 7 siz>0
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