Analyse 1

ANALYSE

ENONCE DE L’EXERCICE

ENONCE

ENONCE-21
Soit n un entier naturel strictement positif et a un réel strictement positif.
Pour z € Ry on pose

I _
I,(a,x) —/0 al T 1)ndt et Jy(a) = I,(a,a).

1) Calculer I (a, ) et en donner un équivalent simple lorsque x tend vers +oo puis lorsque = tend
vers 0.
2) a) Soit g la fonction définie sur R par :

a .
20 +1

g(a) =
1
Montrer que Va € R, g(a) < ——-
b) On considere la fonction ¢ définie sur R par :
. x

plr) = 2ax + 1
Etudier la variation de ¢ et en déduire un encadrement de J,(a).
Montrer alors que liIJIrl Jn(a) =0.

3) a) Trouver une relation de récurrence entre I, (a, z) et I,,_1(a,z), pour n > 2.
x
T—+00 (2a)2

b) Montrer que Iz(a, x)

4) On se propose de montrer par récurrence la propriété H,, suivante :

H, ¢ In(a,x) ol (22)71-

a) Vérifier que H; et Hy sont vraies.
b) On suppose dorénavant qu’il existe n € N* / H,, soit vraie.

Montrer qu’il existe une fonction « telle que

I.(a,x) = (22)n (1 + a(x)), avec mEI—ir-loo a(z) =0.

¢) En déduire que

1 —2a)"z" P + (n+ Dz(az+ 1" p4+1 o
Int1(a,z) = 2an (2a)™(2ax + 1)™ 2an (2a)" ().

C(x) D(z)

Evaluer le terme de plus haut degré du numérateur de C(z) et montrer que

T
C(l‘) r—:;—oo (2a)n+1 ’

d) Etablir alors que

I ~ L I ~ —L .
n(aaﬁ) o (2a)n = n+1(aa$) Yoo (2a)n+1
Conclure.
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2 exercice 21

CORRIGE DE L’EXERCICE

CORRIGE

QUESTION-1

[t 1 [T2at41-1
L, ) —/0 2at+1dt_2a/0 2at+1 U

_L 1
= (1= g 7)dt

= / dt — / o t—|—1dt (par linéarité de l’intégrale)
L

= x o (In(2at + 1)Jf )
In(2az 4+ 1)
x
Li(a,z) = 5. — a2
® en +0o
In(2ax + 1):0(2%) En effet,
lim ln(2af +1) — lim In(2az + 1) 2ax$+ 1
Tr—+00 %a 400 2ax + 1 T
= 0x4a® =0 (croissances comparées).
L
Donc | I1(a,z) o %a
e en0

2ax — 0 lorsque  — 0 ; effectuons un DL de In(2ax + 1) au voisinage de 0 & Pordre 2 (car les
termes de degré 1 en x vont disparaitre).

In(2ax + 1) = 2ax — 4a z? + 4a’2%e(x), avec lim e(x) = 0. Dans ces conditions,

z—0

I (a,z) :2%_41 (2az — 4a2x + da2a2())
z?
2

Or on sait que, si f(z) = P,(z) + o(z™), ou deg P,, < n et P, n’est pas le polynéme nul, alors

flx) v P, (x).

C’est I’'une des utilisations du développement limité d’une fonction que de donner des
équivalents de cette fonction.

2

donc | I (a,x) ~ %
r—

QUESTION-2

a)

g est dérivable sur Ry et g'(a) = %. Ce qui donne le tableau de variations suivant :
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Analyse 3

1
a |0 — +00
V2
g'(a) + 0 -
1
9 1o /! 22 N 0
(car Em g(a) =0).
Il apparait que g admet sur Ry un maximum absolu, atteint en 1 et qui vaut 1 ; donc

V2’ 2v2

S

vazo,ogg(a)é2

b)

o'(z) = S N 0, donc ¢ est croissante sur R, donc sur [0; a]. On a donc 'encadrement

(2az + 1)?
0 < p(z) < pla) =g(a) ;
élevons 4 la puissance n, cela donne (les nombres sont positifs)
0 < (p(@)" < (9(a))" ;

intégrons entre 0 et a (les bornes sont dans ’ordre croissant); il vient

0< Ju(a) < / " (9(a))"dz = a(g(a))" (1)

Or 0 < (g(a)) < 2\% < 1= 0<(g9(a)) < 1;ce quientraine que liIJIrl (9(a))™ = 0 (suite

géométrique de raison positive, strictement inférieure a 1).

Le théoréme d’encadrement appliqué & (1) donne lir_~r_1 Jn(a) = 0.
n—-+oo

QUESTION-3

a)
La plupart du temps les relations de récurrence entre intégrales dépendant d’un parametre se
trouvent en intégrant par parties ; c’est ce que nous faisons.

u(t) = " cou'(t) = ntnl
1 1 1
t) = o) = -
V) (2at + 1)) v(®) 2a(n—1) (2at + 1)t
u et v sont C! sur [0;z] pour n > 2.
T x
1 " n !
I(a,z) —=— dt
(a,2) 2a(n — 1) [(2@15 + 1)”1}0 + 2a(n — 1) /0 (2at + 1)1
1 " n
>2,1 =— I .
Vn =22, In(a,) 2a(n — 1) (2az + 1)"~1 + 2a(n —1)"" 1(a,)
b)
Appliquons la relation précédente pour n = 2 ; il vient
Ir(a x):—ii—i—lf (a,x). Or
239, 2a (2ax +1) =@
x : o
I(a,z) ol B Ceaui permet d’écrire
Li(a,z) = %(1 + e1(x)), avec thr+n e1(xz) = 0. En substituant dans la relation entre Iz(a,z) et
I1(a,x) on obtient :
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4 exercice 21

1 2 1
Iy(a,z) = 2a(2aa:+1)+a

2
I

( Qaz+1) T

( ar® +x )+

a\a(2azx + 1) 2a?

Or A(x) ol 433? et B(x)

[\~
"‘ @"“

[\~

o(x), donc

+o0

A(x) + B(x) ol A(x)- En effet,

A(x) + B(x) _ o1y B(z)
A(z) - A(z)
. B(x) — m B@ z
mEI-&r-loo A(x) o acEr-‘,I-loo ﬁ (Car A(x) +o0 4a )
= lim 4a® 733(3@‘)
r——400
= 0 (car B(ac)+: o(z)), donc
: Bx)y  _
Jim (14 50) =t
i X
Finalement A(z) + B(x) ol A(z) et A(x) fodiype donc
A(x) + B(x) ol 496?~ Il s’ensuit que

Ir(a, x) o 45”?.

QUESTION -4

a)
Cela résulte des questions précédentes.
b)

On peut effectivement écrire I,(a,z) =

x . B .
2a)” (1+ a(x)), avec xgrilooa(ac) = 0, car cela exprime

I ~ r_.
que TL(a7 1') z—+00 (2@)”
c)

La relation de récurrence entre I,,1(a,z) et I,(a,z) s'écrit :
1 it n+1

Inyi(a,x) = ~%an @as £ 1) + San I, (a,z). (cf question 3)
En substituant, on a :

__ 1 gt n+1 ( x )
Inii(a,x) = San (Zaz £ 1) + San (2a)"(1 + a(z))

_ 1 gt n+l gz n+l =z
~ 2an (2ar +1)" T 2an (2a)" T 2an (2@)”a(x)

S W ) e GV € B VN 0 G
- 2an (2a)™(2ax + 1) 2an (2a)™

C(x) D(z)
e ((x) est une fraction rationnelle, dont le numérateur est un polynéme de degré n +1 ;

en effet : dans (2ax + 1)", le terme de plus haut degré est (2a)"z™ (il suffit de considérer le
développement par la formule du binéme de Newton), donc le terme en 2™*! du numérateur est

( —(2a)" + (n+ 1)(2a)”)x"+1, c’est-a-dire n(2a)"z" 1. 1l s’ensuit que

Cla) ~ L o)™ - 1 nQ@o)a™ 1w w
+oo 2na (2a)"(2ax + 1) +oo 2na (2a)"(2ax)™  2a (2a)"  (2a)"!
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Analyse 5

D ~Y 7x .

onc| C(x) £ ayT
d)
D(:r)+: o(x), donc C(x)+ D(x) o (23)1:7?”17 d’apres le raisonnement fait & la question 3 b) avec

oo 0o a

A(z) + B(x)

In , ~ #

+1(a, @) too (2a)"FT

Ceci montre que la propriété H, est héréditaire et le principe du raisonnement par récurrence
permet de conclure qu’elle est vraie pour tous les entiers non nuls.

Vn € N*, I,(a,x) o 22)”.

—~
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