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EXERCICE 1

On désigne par My (R) ensemble des matrices carrées de taille 3 & coefficients
réels et par 0y la matrice nulle de 95 (R).

0 1 0
Onposc A= |0 0 1] € My(R) ainsi que le polynome 1 défini par :
3 -9 6
vreR R(z)=1"—-62"+92-3.
1
Pour tout réel A, on pose X, = | A | . Pour finir, on introduit application f
32

définie par :
VAL e M, (R), f(A) =AM+ MA
1. Montrer que R’ (la dérivée de R) admet deux racines réelles distinetes ry. 1
avec v < ra que Von précisera.

2. Dresser le tableau de variations de R en v ajoutant les valeurs de I{ en 1y ct
I'n.
3. Justifier que [t admet trois racines a.b.cavec 0 < a < vy < b <y < . On

ne cherchera pas d calewler ces racines,

4. Soit A un réel, calculer AX, puis démontrer que X, est un vecteur propre
de A associé a la valeur propre A si et seulement si £ (A) = 0.

Etablir l'existence d'une matrice inversible P et dune matrice diagonale 1)
telles que A = PDP~!. Expliciter les matrices P et D en fonction des récls
a.b. e

[\Sa ]

6. Prouver que f est une application linéaire et que :
VAL € I (R) . f (’\[) =0 < DM +M'D = (5.

on Von a posé M' = P7LAIP,

p q T i
7. S0t N=\|s t ul}.Déterminer les neuf coeflicients de la matrice
(R & i

DN+ ND Que direde N si DN +ND =0,7

8. Démontrer que f est un isomorphisme.
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EXERCICE 2
On considére Papplication  définie sur R} par:

rln{r) —
VreRL. ple) = M

£

ainsi que la fonction numérique f des variables réelles r et y définie par :

1y 1
Vi y) € 0. +oc[ x 0. 4o, fla.y) = ol SRS -

on exp désigne la fonction exponentielle.

I. Etude des zéros de .

L. Déterminer la limite de »(2) lorsque 2 tend vers 0 par valeurs positives.
Interpréter graphiquement cette limite.

2. Déterminer la limite de p(x) lorsque & tend vers +oc, ainsi que la limite de
)

lorsque o tend vers +oc. Interpréter graphiquement cette limite.

3. Justifier la dérivabilité de ; sur R* et déterminer sa dérivée.

1. Dresser le tableau de variation de ¢ en faisant apparaitre les limites de  en
0% et +oc.

5. Prouver 'existence d'un unique réel o € R* tel que :
wla) = 0.
Justifier que o € [1.¢].

I1. Etude d’une suite réelle.

On consideére la suite v définie par la relation de récurrence suivante :

Uy = ¢ ]
YneN w1 = ¢lu,) +u,.
1. Démontrer que pour tout entier 7, u,, existe et u, > «.
2. Si cette suite est convergente de limite L. que peut valoir 7, 7

3. Prouver que la suite u est strictement croissante.

Tournez la page s.v.p.
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4. La suite u est-elle convergente ?

5. Soit A un réel. Recopicr et compléter le programme suivant afin quil affiche
le plus petit entier n tel que w, > A :

program cecricome2013 ;
var 1 : integer ;
u: real
A rreal;
function g{x : real) : real ;
begin
= e :
end:
begin
writeln{’entrer un réel A >0°) :
readln{A) :
w=exp(1l) ; m:=0;
while ... do
begin

...................

writelt{ oo K
end.

ITI. Extrema de f sur |0, +o0[ % |0, +-00].
1. Justifier que f est de classe C? sur I'ouvert |0 +ool x [0, f-c.

2. Calculer les dérivées partielles premieres et prouver que [ posséde un unique
point. critique noté A d’abscisse o et d’ordonnée gy, a déterminer cn fonction
de .

3. Calculer les dérivées partielles secondes sur |0. +oc[ x ;0. +ac! et établir que

C

)2 f 200 + 1
W(n:.ya) = .

o’

1. La fonction f présente-t-elle un extremum local en A sur I'ouvert
10. +o¢” % (0.4 o¢[ ? Sioui. en donner sa nature (aximum ou minimum).
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EXERCICE 3

Soient n et b deux entiers avee n 2 Leth 2 2. On cousidére une urne contenant n
boules noires et h boules blanches, toutes indiscernables.

Un joneur A effectue des tirages successifs d'une boule sans remise dans I'urne
juscu’a obtenir une boule blanche.

Il laisse alors la place au joveur B3 qui effectue des tirages successifs d'une boule
avec remise dans ['urne jusqu’a obtenir une boule blanche.

On note X la variable aléatoire réelle égale au nombre de boules noires tirécs par
Aavant de tirer une boule blanche et on appelle Y la varjable aléatoire réelle égale
au nombre de boules noires tirées par B avant de tirer une boule blanche (s'il ne
reste plus de boule noire, on a done ¥ = 0}.

Par exemple, si n = 3 et b = 7 et que les tirages successifs ont donné une houle -
« noire, blanche. noire, noire. noire. noire, blanche » alors :

¢ 1 a cffectuc deux tirages, il a retiré une boule noire puis une boule blanche
de 'urne :

* l'urne contient maintenant 8 houles dont deux noires et six blanches ;

» I3 a effectué ensuite cing tirages dans cette urne, il a pioché 4 boules noires
quil a reposé dans I'urne aprés chaque tirage puis il a pioché une bonle
blanche :

o U vaut l et ¥ vaut 4.

I. Etude d’un cas particulier b = n = 2.

Pour ce cas particulier ou pourra s’aider d'un arbre pondéré,
On suppose donc ici que I'urne contient initialement 2 boules blanches et 2 boules
noires.

1. Donner les probabilités des événements : [X = 0). X =1, [X =2].

2. En déduire Pespérance et la variance de X.

3. Montrer que la probabilité de 1'événement [Y" = 0] est donnée par :
Py =0 = !
=0) =3

1. Pour tout entier / naturel non nul, déterminer les probabilités suivantes :

Px=0ny =i). Px=1nV=1i). P(Xx=2n]y=1]).

fournez la page s.v.p.
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5. En déduire la loi de Y. Uniquement & l'aide de V'expression de Py = 1)
en fonction de 7. vérifier que :

+oo
Y P(y=i)=1
1={}

6. Montrer que Y admet une espérance ct la calculer.

II. Retour au cas général.

1. Pour tout & € {0.1....n}, calculer la probabilité I’ {[X = &) puis vérifier
que :

n—hk+b—1
h—1

n+b
b
2. Utiliser la question qui précede pour justifier que :
i F+b—1N  (n+b
b—-1 /  \ b )
k=0

Par conséquent, on vient de démontrer la formule suvante :

N N
. JZ:‘ _.\ - *1
(8) YNeN, vYaeN Z( j”) —( ”_“l )

k=0

NWIW—(

o+ ok~ )
3. Soient & 2 1. N 2 1 ¢t a ¢ N. Comparer ,l;( ”) et {u - 1) ( (li) puis

a
Justifier que :

2 (k+a S htatl
YT ) =(a+1 .

Z ( a ) ( ) Z a+1

k=0 , k=0

4. A Taide des questions précédentes, montrer que 'espérance de la variable
n — X est donnée par :

bn

En déduire l'espérance E(X) de X.
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5. Pour tout & de X (€2}, et pour tout entier i non nul, déterminer la probabilité
suivante :

6. Pour tout & de X{Q), et pour tout entier 7, non nul, justifier que la série

=1
_ n—k ) )
E | est convergente et déterminer sa somine.
~ n+b—Fk-1

iz

7. Montrer que ¥ admet une espérance ct vérifier que :

bn
b2 — 1

E(Y) =

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/20n
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CORRIGE

EXERCICE I

1)
Vr € R, R(z) = 2% — 622 + 9z — 3. Il est clair que R est dérivable (c’est une fonction
polynomiale) ;

Vz € R, R'(z) =322 —122+9 = 3(22 —42+3). Le trindme 22 — 42+ 3 a une racine évidente
r =1, il se factorise par z — 1 et I'on a facilement 2?2 — 4z +3 = (z — 1)(z — 3).

R’ admet 2 racines : r; =1 et 1, =3

2)
R'(x) est du signe de (z —1)(z —3) ; il est positif a 'extérieur de l'intervalle [1,3]. D’ou
le tableau de variations de R.

T | —oo 1 3 +00

R'(x) + 0o - 0 +

R oo /{ 1 \,1 _3 /‘ +o9)

Explication des limites : R(z) e 2% (un polynome équivaut en l'infini & son terme
(o)

de plus haut degré), donc lim R(r) = —cc et Erf R(x) = +o0.

R1)=1-6+9—-3=1¢€t R(3)=2T—6x9+9x3—3=27—54+27—3=—3.
3)
e Sur l'intervalle | — oo, 1[, la fonction R est continue, strictement croissante ; elle

réalise une bijection de cet intervalle sur son image | — oo, 1] d’apres le tableau de
variations (on pouvait dire aussi que son image est | lim R(z), R(1)[ par la stricte
T——00

croissante et la continuité de R sur | — oo, 1[).

0 appartient a l'image ] — oo, 1[, donc il existe un unique réel a € ] — oo, 1] tel que
R(a) = 0. On remarque que R(0) = -3, on a donc R(0) < R(a) < R(1), ce qui équivaut
a 0 <a <1 par la stricte croissance de R.

e Sur lintervalle ]1,3[, la fonction R est continue, strictement décroissante ; elle
réalise une bijection de cet intervalle sur son image | — 3,1[ d’apres le tableau de
variations.

0 appartient a I'image | — 3,1, donc il existe un unique réel b € ]1, 3[ tel que R(b) = 0.

page 1 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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e De méme, R réalise une bijection de ]3, +-oc[ sur son image | -3, +oc[. Il existe donc
un unique réel c € |3, +oo[ tel que R(c) = 0.

L’équation R(z) admet 3 racines a,b,c telles que 0 <a<r <b<ry <c

4)

0 1 0 1 A
AX,=[0 0 1]x|[ X |= A2

3 -9 6 A2 6A%2 — 9\ +3

La colonne X, n’est pas nulle, donc X, est un vecteur propre de A associé a la valeur
propre X si et seulement si AX, = AX,, ce qui équivaut successivement a

A A
A2 =1 A2 ;
6X2 -9\ +3 A3

A =A
A\? =\
62 —ON+3 =\3
A3 =6A% — 9\ + 3.

1
Le vecteur ( A ) est vecteur propre de A associé a A si et seulement si R(\) =0
)\2

5)

On conclut que le vecteur X, est vecteur propre de A si et seulement si A € {a,b,c}
d’apres la question précédente.

La matrice 4 admet 7 déja ” a,b,c pour valeurs propres. Les nombres a,b,c étant
distincts, A admet 3 valeurs propres distinctes ; or A appartient a M3(R), donc elle
n’admet pas d’autres valeurs propres : en effet, on peut rappeler qu'une matrice
carrée d’ordre n admet au plus n valeurs propres distinctes.

A € M3(R) admet 3 valeurs propres distinctes : elle est diago-
nalisable (c’est une condition suffisante de diagonalisabilité)

On peut remarquer que les trois sous-espaces propres sont de dimension 1. Si 'on
note E(\, A) le sous-espace propre de A associé a )\, on sait que X, appartient a
E(\, A), il est non nul, donc il en forme une base :

VA €{a,b,c}, E(\ A)=vect(X))

a 0 0 1 1 1
Posons D = Diag(a,b,c)=|0 b 0|etP=|a b ¢ |.
0 0 ¢ a® v 2

On sait, d’apres le cours, que la matrice P est inversible et que
D = P~ 'AP ce qui équivaut a A= PDP!

6)
o VM e M3(R), AM+MA € M3(R) (propriétés classiques des opérations matricielles)
Y(M,N) € (M3(R))?, Yo €R,
f(M+aN) =AM+aN)+ (M +aN)A=AM +aAN + MA+aNA
= (AM + MA)+ a(AN + NA) = f(M) + af(N)

L’application f est un endomorphisme de Mj3(R)

page 2 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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e M' =P 'MP<+= M=PM P (résultat classique du cours).

AM +MA =03 <= PDP'PM'P~'4+PM'P'PDP! =03
<= PDM'P~' 4+ PM'DP~1 =03
(car PP~! = P~'P = I3, matrice unité de M3(R))

Multiplions les deux termes de 'égalité précédente par P~! a gauche et P a droite ;
il vient
PDM'P~ '+ PM'DP™ 1 =03 = P_l(PDM’P_1 + PM’DP_I)P =P 10;P
— P 'PDM'P7'P+ P 'PM'DP~'P =05
— DM’ + M'D = 04

Donc AM + MA = 03 = DM’ + M'D = 05
De méme,
DM' + M'D =03 <= P-'APP-'MP + P-'MPP~1AP =0,
= P 'AMP + P 'MA=0;

En multipliant les deux termes de cette égalité par P a gauche et P~! a droite, on
trouvera, avec le mémes calculs que précédemment AM + M A = 03. Finalement,

AM + MA =03 <= DM' + M'D = 03 avec M’ = P"'MP
7)
a 0 O p q T p q a 0 0
DN+ ND =10 b O s t u|+[|s t u 0 b O
0 0 ¢ vow T vow T 0 0 ¢
ap aq ap er
=|0bs bt cu
w cw cx
2ap (a+b)g (a+co)r
= | (a b) 2bt (b+c)u
(a+c)v (b+w 2cx
2ap =0 ; (a+b)g=0 ;5 (a+c¢)r=0
DN + ND =04 (a+b)s=0 ; 20t =0 i (b+cu=0
(a+c)v=0 ; (b+cw=0 ; 2¢cx =0
D’apres la question 3) a,b,c >0, donc a+b,a+c,b+c également et par suite le systeme

précédent equivaut ap—q—T—S—t—u—v—w—x—O

DN 4+ ND =03 <= N =03

8)
Soit M € Ms(R)
f(M):Og <:>AM+MA:03

<= DM'+ M'D =03 d’apres la question 6)

<= M’ =05 d’apres la question précédente
Or M = PM'P~! ; il en résulte que f(M) = 03 = M = 03. L’'implication réciproque
étant évidente, nous venons de montrer que :
M € Ker f <= M = 03, c’est-a-dire Ker f = {03}. L’endomorphisme f de M3(R) est
injectif ; dim M3(R) = 9, donc d’apres les équivalences classiques, f est bijectif.

f est un isomorphisme de M3(R) ; en fait c’est un automorphisme de M3(R)
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EXERCICE 11

I. Etude des zéros de ¢

I-1)
lim zlnz = 0 par croissances comparées, donc lim (rlnz —1) = —1.
z—0t z—0t
lim L = too, donc lim #Z=1 _ jy Lzinge — 1) = —o : la courbe représentative
z—0+ T . z—0*t r z—0t %‘ .
de la fonction ¢ admet ’axe des ordonnées comme asymptote ” verticale 7 ;
I1-2)
_ 1. _ . 1_q; . . _
Vo >0, ¢(r) =Inz — 3 ; zll)r}_loo Inz =400 et zll)r}_loo Z = 0 implique zEI—‘,T-loo o(x) = +o0.
o) Iz 1. . Inz _ - . ()
Vo >0, /) == ol IETOO = = 0 par crolssances comparees, donc zEIJIrloo = =0.

La courbe représentative de la fonction ¢ admet une branche parabolique de direction
I’axe des abscisses au voisinage de +oo.

1-3)

La fonction z — zInz est continue, dérivable sur R en tant que produit de fonctions
continues, dérivables sur R .

La fonction z — zlnz — 1 est continue, dérivable sur R*% en tant que somme de
fonctions continues, dérivables sur R*.

La fonction ¢ est continue, dérivable sur R% en tant que quotient de fonctions
continues, dérivables sur R%, dont le dénominateur ne s’annule pas.

Vo >0, () = z(1+Inz) —Q(xlnac -1 _ x_zl 5 0.
x X
I-4)
Tableau de variations de ¢ :
xz |0 400
¢'() +
¢ | _oo Vs oo

I-5)
La fonction est continue, strictement croissante sur 0, +ocf ; elle réalise une bijection
de cet intervalle sur son image | — oo, +oco[ d’apres le tableau de variations.

0 appartient a ] — oo, +oo|, donc

il existe un unique réel o tel que p(a) =0

P(1)=—-1<0; p(e) = = L>o ;on a donc ¢(1) < p(a) < ¢(e). Par la stricte croissance

de ¢, cet encadrement équivaut a 1 < a <e.
En résumé,

Il existe un unique réel a tel que 1 <a <e et p(a) =0

page 4 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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I1. Etude d’une suite réelle

I1-1)

Soit P, la propriété :
récurrence.

7w, existe et u, > o 7. Faisons une démonstration par
ug existe et ug > a car ug = e par hypothese et e > o d’apres la question 1-5)
Supposons que la propriété P, soit satisfaite pour un entier naturel n donné.

up > 0 = p(u,) existe, donc u,; existe. De plus u, > a = ¢(u,) > p(a) par la stricte
croissance de ¢ ; on a donc ¢(u,) > 0 d’apres la question 1-5).

Unt1 = @(un) + up > u, (car g(u,) > 0) ; or u, >« d’apres 'hypothese de récurrence,
donc u, 1 > «a.

La propriété P,,, est satisfaite ; la propriété P, est héréditaire et, par principe du
raisonnement par récurrence, nous pouvons affirmer

Yn € N, u, existe et u, > a

I1-2)

Si la suite (u,) converge vers un réel L, alors u, > a = L > a. On aura donc L > 0.

Par continuité de la fonction ¢ au point L appartenant a R%, lirf o(un) = p(L).
n—-—+oo

Or up 41 = o(un)+u,. Donc ngr—ir-loo Upg1 = ngr}:oo Sp(u”)JrnHrfoo u, ce qui donne L = o(L)+L,

soit p(L) =0 et finalement L = a

Si la suite (u,) converge vers un réel L, alors L =«

11-3)

Vn € N, upi1 —u, = @(u,) 5 Or u, > a d’apres la question 1I-1) et ¢ strictement
croissante, donc ¢(u,) > 0 et par suite w,.; — u, > 0.

vn €N, u, <u,y1 : la suite (u,) est strictement croissante

I11-4)
Par hypothese, uo = e ; par croissance de la suite (u,), ¥n € N, u, > uy = e.

VneN, u, >e= L >e>a. Onadonc L > a ce qui est impossible d’apres la question
I1-3). La suite (u,) ne peut pas étre convergente.

(uy) est croissante et divergente, donc lirf Up = +00
—+00

n

On peut rappeler la situation ; pour une suite croissante il n’y a que deux
possibilités :

ou elle est majorée et elle converge, ou elle n’est pas majorée et (puisqu’elle est
croissante) elle a pour limite +oo.

I1-5)
PROGRAM ECRICOME2013 ;

var n : integer ; u, A : real ;

function g(x : real ) : real ;
begin g := (x*In (x))-1)/x +x ;
end ;

BEGIN
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6 ECRICOME VOIE E 2013
writeln("entrer un réel A > 0’) ;
readln(A) ;
u = exp(l) ;n:=0;
while (u < A) do begin u := g(u) ; n := n+1;
end ;

writeln(’le plus petit entier n tel que u>= A est ', n) ;

END.
III. Extrema de f sur (R%)?
I11-1)
2
flz,y) = # — 2+ % texp(—1) sur (RY)%.
2
On peut écrire f(z,y) = W +exp(_%)
S—
= (z,y)

La fonction ¢ est de classe ¢? sur (R%)? comme fraction rationnelle dont le
dénominateur ne s’annule pas. La fonction (z,y) — —% aussi pour les mémes raisons.
La fonction exponentielle est de classe C? sur R, donc par composition, la fonction
(2,y) — exp(f%) est de classe C? sur (R7%)%

En tant que somme de fonctions de classe C? sur (R%)?,

la fonction f est de classe C? sur (R%)?

111 2)
2 0O 2 1
Y(z,y) € (R%)?, afi(x,y) :_E""%"FEGXP(_E)
af _ 1
87/(33, y) =-3+vy
page 6 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
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(z,y) est un point critique <=

{
|
{
{_z+1+xexp<_;> =0 core=
{
|
{
{

D’apres la question 1-5), p(z) =0 et = > 0 équivaut a = = o, donc

La fonction f admet un unique point critique : A de coordonnées (a, é)
I11-3)
vz O2f 6 2y _ 2 1y, 1 1

V(z,y) € (R+)2a @(%y) = A3 EGXP(_E) + FQXP(—E)

Pf, 1 6 2 2 1y, 1 1

a—xé(a, 3 = P S geXP(—a) + EGXP(—a) (1)
Ol"cp(a):0<:>a1na:1<:>1na:é@—lnaz—é@lné:—é;dOIlC
exp(fé) = exp(lné) = é. L’égalité (1) devient :
Ff,o1y_ 4 _21,11_2 1
o2 (@) =i T et e = Gt

’f 2041
xQ (Ot, a) - a5

I11-4)

*f ’foo 1
v R%)2, 21 1= Yo, 1) =
(x,y) € ( +) ’ 8:1/2 (x,y) 8:1/2 (Ol, a)
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D’apres le théoreme de Schwarz (la fonction f est de classe C? sur (R%)? d’apres la

: 0? 0
question ITI-1)), ¥(z,y) € (R%)?, Wafy(x,y) = # = 81;8fy( ,é) =L

OéZ
SE : ) A |
Utilisons les notations de Monge : r = 922 0 5= Bz et t

(s —rt)(a,é) =L 20‘45'1 = —O‘tl < 0 puisque « > 0. Il y a donc en ce point un
« (0% o

_
-5+

,é) —22+1 - est un minimum.

extremum local pour f. De plus, r(a .
«

1

La fonction f admet au point A de coordonnées («, z) un minimum local

EXERCICE I11

I. Etude d’un cas particulier b =n =2

I-1)

L’événement [X = 0] est ’événement ” A a tiré une boule blanche au premier tirage ”:

P(X=0)=| 3

L’événement [X = 1] est I’événement ” A a tiré une noire au premier tirage puis une
blanche au second ”.

Notons, pour k € N*, N, (resp By) I’événement ” une noire (resp une blanche) a été
tirée au k °™¢ tirage.

(X =1] =N, N Bs.

Par la formule des probabilités composées :

2_| 1
*3=| 3

P(IX =1]) = P(N1) x P,y (B2) =

DO

[X:2]:N1ﬁNgﬁBg.

Donc P([X = 2]) = P(N1) x P(x,)(N2) X Py, (Bs) =3 x g x 1=| &
I-2)
—1x L 1_| 2].
E(X)=1xg+2xg=| 5|;
Par le théoreme du transfert, E(X?) = 1 x %Jr 4 x % = 1, donc par la formule de

Ko6enig-Huygens, V(X) =1 -
1-3)

La famille ([X = k])o<k<2 est un systeme complet d’événements ; en effet, A effectue
des tirages sans remise dans une urne qui contient 2 boules blanches et 2 boules
noires, donc le nombre de boules noires tirées avant la premiere boule blanche est
0,1 ou 2.
Y=0= ((X=0n=0)u(X=1n[y=0)U(X=2n[Y=0])
D’apres la formule des probabilités totales,
P([Y =0]) = P([X =0])Px=o([Y =0]) + P([X = 1]) Px—y([Y = 0])

+P([X = 2]) Px=g([Y = 0])

O~

©O|ut

Xs+5Xs+=x1

D[ —
GVl
Wl
DN|—
=
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Explication des probabilités conditionnelles.

Lorsque I'événement [X = 0] est réalisé, on a tiré une boule blanche dans 1'urne ;

cette derniere contient donc une blanche et deux noires. La probabilité de tirer une
1

blanche est donc 3

Lorsque I'événement [X = 1] est réalisé, on a tiré une boule blanche et une noire

dans 1'urne ; cette derniere contient donc une blanche et une noire. La probabilité
de tirer une blanche est donc %
Lorsque I'événement [X = 2] est réalisé, on a tiré une boule blanche et deux noires

dans I'urne ; cette derniere contient une blanche. La probabilité de tirer cette blanche

est donc 1
1-4)
o P(X=0/n[Y=i)=P(X =0)Px_q(Y =i) =5 x (3) x &

En effet, lorsque 'événement [X = 0] est réalisé, 'urne contient deux noires et une
blanche et a partir de la, les tirages se font avec remise. Le joueur B effectue donc

i tirages avec remise d’une boule noire (probabilité %) puis il tire une blanche

(probabilité %) Ces (i + 1) tirages ayant lieu avec remise, ils sont indépendants,

d’ou le résultat.

Vi € N*, P([X=0]O[Y:i]):%>< (%)i

o P(X=10[y=i))=P(X=1)Px_y(Y =i) =5 x (3)' x 5

En effet, lorsque I'événement [X = 1] est réalisé, I'urne contient une noire et une
blanche et a partir de la, les tirages se font avec remise. Le joueur B effectue

donc i tirages avec remise d’une boule noire (probabilité %) puis il tire une blanche

(probabilité %) Ces (i+1) tirages ayant lieu avec remise, ils sont indépendants, d’ou

le résultat.

o P(X=2N[ =)= P(X =2)Px—y(¥ =i) = 3 x (3)" x0.

En effet, lorsque 1’événement [X = 2] est réalisé, il n’y a plus de boules noires dans
I'urne. Le joueur B ne peut donc en tirer i avec i > 1.

VieN*, P((X =2]n[Y =i]) =0

I-5)
Y(Q) = N.
P([Y =0)) = % d’apres la question 1-3).

D’apres la formule des probabilités totales appliquée a [V = i] avec i > 1 pour le
systeme complet d’événements ([X = k])o<xr<2, ON &
Py =i) =ix@i+ixdy

x (g)i +5 X (%)i
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P([Y =i]) apparait comme la somme de deux séries géométriques de raisons % et %

2 1
avec ‘3‘ <let ‘?‘ < 1.
-~ 12 N1 Ly
;P([Y:i]) :;g X (g)l"';g x(3)'
: =g 18R
=523 52 _3)
1=1 =1
2 1
_1_3 12
672z 6,1
3 2
2 1
_13 12
T6IT6T
3 2
e
00 00 1 1
Y P(y=i) =P([Y=0)+) P(Y=i)=5+5
1=0 i=1
“+oo
> Py =
1=0
1-6)
Sous réserve de convergence E(Y) = Y iP([Y = ZzP : la convergence

absolue est superflue puisque la série est a termes posmfs.

P =) =i 3§ (3))
2

102 .2vi- 11 /1yi-
:6X§XZ(§) 1+6X§XZ(§) 1

Il apparait deux séries dérivées premieres des séries géométriques de termes généraux
(%)i et (%)i qui convergent d’apres la question précédente :

Y admet une espérance et

— 1y 2 +1. 1 1yi-1
E(Y) =§x Z 3 6 22’(2)
1=
1. 11
R g>2+12(1_1)2
3 2
1,1, 1 1
“9X 1T T2 X
9 1
_1 1 — 1
=5 X945 x4=1+1
_4
E(Y) =3
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II. Retour au cas général

I1-1)
[X = k] = Ay N Bgy1 ou 'événement Ay est ” obtenir &£ boules noires au cours des k

k
premiers tirages ” (en fait A, = () N; pour k> 1).
i=1

Nous supposerons dans un premier temps k& > 1.
n
k b

nib\ ntb—k
k

Explications : les k premiers tirages sont des tirages sans remise de k éléments
indiscernables : ¢’est une situation hypergéométrique. La probabilité de 4 se calcule

P([X = k]) = P(Ax)Pa, (Br+1) =

par quotient du nombre de tirages qui réalisent I’événement ((n)) et du nombre de

k
cas possibles ( (n ;: b) )

Quand I'événement A, est réalisé, 'urne contient n + b — k& boules, dont b blanches
puisque 'on n’a tiré que des noires, d’ou le résultat.

<k) b B n Elln+b—k)! b
(n+b>xn+b—k THo -k T maol “ntb—F
k
! (n+b— k) b (b— 1)
Tk b Sntb—k (b1
__nlb! (n+b—k)! 1
T o) - Din—k)! ntb—k
B 1 (n+b—Fk—1)!
T nab\ (- 1Di(n—k)
b

BN
)

Pour k=0, P([X =0]) = P(B1) b or pour k =0,

=
) N ) BT
(n—;—b) (anrb) (b—Dnl(n+b)!  n+b
Vk € {0,1,...,n}, p([X:k]):(n+Z:]f_l>

(")
I11-2)

La famille ([X = k])o<k<n est un systeme complet d’événements ; par conséquent

En:P([X =k])=1. On a donc
k=0
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b—1
n+b

b
1 (ntb-k-1
= =1

n+b g%< b—1 )

b

~(n+b—k—1 n+b
=3 () =)
Posons j =n — k, il vient

() =2 ()

on change j en k, et on obtient

()= (%)

n+b—k—1>
1

iP([X:k]):l <:>zn:<

k=0 k=

(=)

Z”:<n+lz;_11c1>

=0

I1-3)

k (k Z a) _ k(kaTk?)! _ a(!](f;—ai!)! car k> 1
=(a+ 1)%

k+a) k+a
VkZl,k( a )—%a+n<a+1>

Nk Nk
Donc Zkz( l—a> :Zk< :CL)
k=0

k=1
al k+

:Z(a+1)< +61l> posons j =k —1
k=1

e g ()
ik(kza) (a+1)

Z

Jta+1
a+1

k=0 Jj=0
I11-4)
En—-X) = Z(n —k)P([X =k]) par le théoreme du transfert
k=0
=> jP(X=n—j]) onaposék=n-—j
j=0

d’apres la question 11-1)

. b<n+b(izj)1>
ERGE

iy ()@

b )7
n .
_ 1 (b+5—-1
<n+b) Z;j < b1
b S
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k+a
a+1

j (sz—_l 1)) =b <j+2_ 1) ; dans ces conditions,

On applique la relation & F : “) =(a+1) ( ) pour k= j et a=0b—1, on obtient

N (b+j—1\ =, (jHb—1 iy
Zg( b1 > = b( b ) on pose k=j-1
Jj=1 j=1
n—1
b (b + k) d’apres la question 11-2).
k=0
=o(317)
b(n+b>
b+ 1 (n + b)lbln!
Done B(n — X i\ BT D= D 1 b)!
b
_ nb
En-X) =527
Par linéarité de 'espérance, E(n — X) =n — E(X), donc

nfE(X)be_bl — B(X) = ”’b?Tb1

11-5)

P(IX = K OY = i]) = P(IX = K) Pii (¥ = ).
Lorsque I'événement [X = k] est réalisé, on a tiré k boules noires et une boule blanche

sans remise ; I'urne contient alors n —k +b— 1 boules dont n — k boules noires et b — 1
boules blanches.

Si k=n, il n'y a plus de boules noires dans I'urne, on est stir de tirer une blanche.

. 1 si i=0
Plx=n (Y =1i) = {0 sioi>1

Si0<k<n-—1,on effectue i+ 1 tirages d’une boule a chaque fois, avec remise (donc
de maniere indépendante les uns des autres), dont les i premiers donnent des boules
noires et le suivant une boule blanche.

N n—~k ¢ b—1
P[X:k](y_z)_(n—k‘—i-b—l) n—k+b—1

En utilisant le résultat de la question I1-1),

<n+b kl)
b—1 n—k 1 b—1 X
P(X =kN[Y =i]) = n+b (n—k+b—1)n—k+b—1 81 0<k<n-1
b
0 si k=n

On peut d’ailleurs remarquer que les deux formules coincident pour k& = n puisque

1 >1

I1-6)

Puisque b>2, ona0< % <1l;eneffet, onan—k+b—1>n—k>0.
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n—k
n—k+b—1

géométrique de terme général (%

i—1
La série de terme général z( ) est la série dérivée premiere de la série

A
) ; cette série converge pulsque sa ralson

n—=k : N
P Ay appartient a [0, 1].
. . Tl*k i—1
La série Zz(m) est convergente
1 >1
— n—k \! 1 1
Dapreslecours,Zz(m> :(1_ 1 )2:( 1
= n—k+b—1 ntb—k—1
“+o0 .
: n—k Tl (ntb—k—1)?
;Z(n—lﬁ—b—l) *( b—1 )
I1-7)

e Calcul de P([y =1i]) pour i > 1.

La famille ([X = k])o<r<, est un systeme complet d’événements. D’apres la formule
des probabilités totales,

N n(nerkl) |
Py =i) =S P(X =Ky =i)) =3 b-1 (con=k )’ b=l

P Pt <n—|—b> n—k+b—1) n—k+b—1"
b
o Calcul de E(Y).

Soit N € N, notons Sy = Zz’P([Y = i]) et remarquons que le terme iP([Y = i]) pour
i=1
i =0 n’intervient pas dans le calcul de E(Y).

ar Jifes sommes sont ﬁnies
=> Y iP([X = k) Px—y([Y =1])
k=0 1i=1
n N
=y P —k})Zz‘P[Xk Y =)
k=0
S b1 al i .
:kz_onfk+b71 ;Z(nkerl) d’apres 11-5)
n g k& oo\
_ — _ n — . n —
*;n—k+b—1p([X*k])n—k+b—1 Z(n—k+b—1>
n—1
= o (n—R)b-1) i1
f;)p([xfk])(n_kjub—ﬂz (n—k+b—1)
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n—1 N .
. . L (—R)b- 1 i-1
n—1 N .
N R S [ S I : n—k it
kz_op([x_k])(n—mb—uz N1—1>r—[i-looi:12<n—k+b—l)
(limite d’une somme de n termes)
n—1 ( b— 1 “+oo i—1
kz_:op([X:k])(n—k—i—b—l)Q i (n—k—i—b—l)
n—1
_ gy (n=k)(®-1) n—k+b—1 et TT
kzz()P([X_k])(n—ker—l)Q( o ) d’apres I1-6)
n—1
A Y (n = K)P([X = ])
k=0
I)—%E n—X) d’apres le théoreme du transfert
— 1 nb Japre i _
E(Y)= 329549 d’apres la question 11-4).
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