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Exercice 1
On rappelle que la fonction I' (gamma) est la fonction, qui a tout réel x strictement positil, associe
F(X)ZJ‘M 1*"e~ dr . On admet que F(l) = Jr.

0 2

1) On considére deux variables aléatoires X et ¥, définies sur un espace probabilisé (Q, 4. 1),
indépendantes, et suivant toutes deux la loi normale centrée réduite.

Onpose U=X? et V=Y,
a) Montrer que la loi commune a Uet Vest la loi I'(2, %).

b) Donner ’espérance et la variance de U et V.
2) On pose W =U +V et on rappelle que W est une variable aléatoire, définie, elle aussi, sur I"espace
probabilisé (Q, 4, P). .

a) Donner sans calcul la loi de ¥ ainsi que son espérance et sa variance.

b) On admet que, si f;; et f, sont respectivement des densités de U et V, alors, une densité de W

est la fonction 7, , nulle sur ]-oo, O[, et définie sur [0, +oof par: f; (x) = J;w Ju ) fr(x=1)dr.
Justifier, sans calculer ’intégrale précédente, que :

xe [0, v, fiy @)= [ S0 Sy (x—0)di

X |
¢) Pour tout réel x strictement positif, on pose /(x) = J- 17/
0 Ji(x—1)

Déduire des questions précédentes que I’ intégrale /(x) converge et donner sa valeur.
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Exercice 2
Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Si M désigne une matrice de M,( R ), on désigne par Tr(M) la trace de la matrice M, c’est-a-dire la somme

de ses éléments diagonaux.
On admet que I’application trace est une forme linéaire de M,(R ).

Soit 4 une matrice non nulle donnée de M,( R ). On considére I"application fqui a toute matrice M de M,(R )
associe :

S(M)=Tr(A)M -Tr(M)A
1) Montrer que fest un endomorphisme de M,( R ).
2) Montrer que f'n’est pas I’endomorphisme nul (on pourra distinguer les cas Tr(4)=0 et Tr(4)=0).
3) a) Etablir que, pour toute matrice M de M,(R ), ona: (f o f)(M) = Tr(4) f(M).

b) Donner les valeurs propres possibles de f.
4) Montrer que 0 est valeur propre de f.

5) Montrer que, si Tr(4)=0, alors fn’est pas diagonalisable.

6) On suppose dans cette question que la trace de 4 est non nulle.
a) Quelle est la dimension de Ker(Tr)?
b) Conclure que fest diagonalisable.

Exercice 3

Le but de cet exercice est de prouver l'existence et de donner la valeur (par deux méthodes différentes) de :
A= inf J.M(t3 —xt~ y)eldt
(x,y)eRxR Y0
Partie 1 : méthode utilisant un produit scalaire
Soit E ’espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a 3 et F' le sous-espace
vectoriel de E engendré par les deux polyndmes | et X.

1) a) Rappeler pourquoi, pour tout entier naturel &, I’ intégrale J0+wtk e”'dl converge.

b) Montrer que ’application de £ x £ dans R qui, a tout couple (P,Q) d’¢léments de E, associe
(P,Q)= J'OM P(1) Q() e dt est un produit scalaire sur E, dont la norme associée sera notée || | .
2) Soit QO un polyndme de F défini par Q = xX +y, ou x et y sont deux réels. Donner, sous forme
d’intégrale, I’expression de || X — Q"z.

3 2
3) a) Enoncer le théoréme qui assure l'existence et I'unicité¢ du polyndme (g de F qui rend N/\” —Q”

minimale.
b) En déduire sans calcul les valeurs de <X3 -0y, 1) et <X3 —QO,X>.

c) En notant Q,=x,X +y,, écrire le systtme que doit vérifier le couple (xy, y;) pour que
+o - . -
.[o (1* - xt — y)?e~'dt soit minimale.

d) Déterminer la valeur de A.

Partie 2 : méthode utilisant une fonction de deux variables
On note fla fonction définie sur Rx R, par:

V(x,y) ceRxR, f(x,y) - jom(ls ~xt - y)Re'di
4) Ecrire f (x, y) comme une fonction polynomiale des deux variables x et y.

5) Déterminer le seul point critique (xo, yo) de fsur RxR.
6) Montrer que fadmet en (xo, yo) un minimum local m que I’on calculera.
7) Etablir que ce minimum est global.
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Probléme

Question préliminaire
1) Soit x un réel quelconque.
a) Justifier que la fonction 7 > max (x.l) est continue sur X .

- . I I
On considére maintenant Pintégrale y=| max{x,)d.
g Y=1,
.
— s1t x<90
2

x2 41

b) Montrer que : y= si O<x<lI.

x si x>1

Dans la suite de ce probléme, on considére une variable aléatoire .X définie sur un certain espace probabilisé
(€, A, P), que I’on ne cherchera pas 4 déterminer. On admet que ’on définit une variable aléatoire Y, elle
aussi définie sur (Q, 4, P), en posant, pour tout w de  :

1
Y(w)= J-O max (X (), )dr
On se propose dans les deux parties suivantes de déterminer la loi de ¥ connaissant celle de Y.

Partie 1 : étude de plusieurs cas oi X est discréte

2) Vérifier que si X suit une loi géométrique alorsona: ¥ =X .

3) On suppose, dans cette question, que X (Q)={-1,0,1} etquel’ona:
P(X=-1)=P(X =)=+

a) Déterminer la valeur de P(X =0).

. 1 . . . .
b) Vérifier que Y(Q) = {E’ 1} puis donner la loi de Y, ainsi que son espérance et sa variance.

¢) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y : real ;
Var u : integer ;
Begin
u : =random(4) ;
If ------ then ------ elsey:= - ;
End ;
4) On suppose, dans cette question, que X suit la loi de Poisson de paramétre & (o A est un réel strictement
positif).

a) Veérifier que ¥ (Q)= {-;—} w N* puis donner la loi de Y.
b) En déduire ’espérance et la variance de Y.

Partie 2 : étude de plusieurs cas on X est a densité
On note, sauf indication contraire, respectivement Fy et F, les fonctions de répartition de X et Y.
5) On suppose, dans cette question, que X suit la loi uniforme sur [0,1 [ ,avec X (Q) :[0,1 [

(. - .\ . X2 +1
a) Vérifier, en utilisant la premiére question, que 'ona: Y = .

b) En déduire ¥ (Q).
1
¢) Montrer alors que, pour tout x de [5,1 { sona: Fy(x)=+2x-1.

d) Expliquer pourquoi Y est une variable a densité.
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e) Donner la valeur de £(Y).

f) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y : real ;
Begin y: = - ; End;
6) On suppose, dans cette question, que X —| suit la loi exponentielle de paramétre A (oU A est un réel
strictement positif).
a) Toujours en utilisant la premiére question, exprimer Y en fonction de X.
b) Donner sans calcul I’espérance et la variance de Y.

¢) Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [O,I[. Vérifier que la variable aléatoire

1 . . . . .
Wz—xln(l—U) suit la loi exponentielle de paramétre A, puis compléter la déclaration de fonction

suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.
Function y (lambda : real) : real ;
Beginy : = - ;
End ;
7) On suppose, dans cette question, que X suit la loi normale centrée réduite. On rappelle que X (Q)=R et
on note ® la fonction de répartition de X.
a) Vérifier que Y (Q)= B—,«L oo[ )
b) Donner la valeur de P(Y =%)
c) Utiliser la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements
([XSO], [o<x<1],[Xx> ]]) pour établir ’égalité suivante :

0 six<—]-
2
£y (x)z (I)(\IZX—I) si %S,\'Sl

O(x) six>1

d) La variable aléatoire Y est-elle a densité ? Est-elle discréte ?
e) Soit U,,...,U,s des variables indépendantes suivant toutes la loi uniforme sur [0,1]‘ Expliquer

. . . Lo & ‘ s
pourquoi on peut approcher la loi de la variable aléatoire —[ZUk —24 | par la loi normale centrée réduite,
k=l
puis compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule Y.

Function y (lambda : real) : real ;
Var k : integer ; aux : real ;
Begin
aux:=0;
Fork:=1to 48 do aux : = aux + random ;
x:=(aux-24)/2;
If ------ then y:= --uu- else
If - then y:= - else y 1= v
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EDHEC 2014 VOIE S

CORRIGE

Le langage Pascal n’étant plus du programme, nous n’avons pas traité les
questions d’informatique.

EXERCICE 1

1-a)
U(Q) =R
V>0, PU<z) =P(X?><u2x)
=P(|X|<yz) (la fonction racine carrée est strictement
croissante sur R )

P(—y/T < X < V)

! / Y exp(- )
= — exp(—%)dt
\ﬁ
exp(— dt car la fonction ¢ +— exp(—
¥ / (

2

5
est paire sur R.

Faisons le changement de variable v =¢? qui est C*, bijectif, sur R%, donc légitime.

t=+u;dt= fdu donc

2 ’ U
e - dt = — e -5 du
Vor / xp( Vor /0 2y/u <p(=3)

V2T
Or —Lu =3 exp(— %) = 1L wl p(—4) = 1 “%*1exp<—@>-
Ver 27 T(3) 9% 277 1(L) 9% 2

Notons Fy; la fonction de répartition de la variable U.

x 1 1
1wzt U / 1 z27! T
Vo >0, Fy(x) = / exp(—5)du. Donc Vo > 0, F/;(z) = xp(—%)
0 (3) 22 2 v [(3) 2% )
Si 'on note fy une densité de U, on pourra prendre :
) 0 s1 z<0
fU(;L'): 1 xj_l ex x .
p(—-%) sl z>0
I(3) 2% 2
Comme U et V suivent la méme loi, on conclut :
page 1 Jean MALLET (©) EDUKLUB SA
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2 EDHEC VOIE S 2014

les variables U et V suivent la loi I'(2, %)

Une autre démonstration.

Vz >0, PU < z) = P(—/z < X < z) = &(/7) — ®(—/7), ol ® est la fonction de
répartition d’'une variable qui suit la loi normale centrée, réduite.

On sait d’apres le cours que ®(y/z) + ®(—v/x) = 1, donc

Vo >0, P(U < 1) = 0(/a) — (1 - B(ya)) = 20(y/7) — 1.

La fonction z — /z est dérivable sur R%. La fonction @ est dérivable sur R, donc
par composition la fonction z — ®(y/z) est dérivable sur R%. Il s’ensuit que Fy est

dérivable sur R% et Vz >0, F//(z) = 2#@(\/3?) ol ¢ est la densité continue sur R de
x

la loi normale centrée, réduite.

1
1 1 T 1 27t T Z
Yo > 0, = — -5 = = —Z). On retrouve le résultat
précédent.
1-b)

D’apres le cours, | E(U) =2 x

2-a)

Les variables X et Y sont indépendantes, donc les variables U = X2 et V = Y2 sont

indépendantes. D’apres les stabilités des lois Gamma, la variable U + V suit la loi

I'(2,1). Or la loi I'(2,1) est la loi exponentielle de parametre %

La variable W suit la loi exponentielle & (%)

D’apres le cours, E(W) =2 et V(W) = 4.
2-b)

+oo
Vo >0, fw(x) = fU(t)fv(x - t)dt.

Or fu)fv(z—t)#0+==t>0et 2 —t>0<=0<t <z On a donc immédiatement

w»mfmm—l%@n@—Wt

2-c)
Remplagons fi(t) et fv(x —t) par leurs expressions.

Vo >0, fw(z) :/ 1 tf%exp(—%)i(x—t)f%exp(—%_t)dt
0

V2T V2T
1 {1 1 z
-1 /1 ~ Ty
27T 0 \/'E /7:1; — t exp( 2)
exp(—%) exp(—%)

I(x)

Ca
dt =
2m /0 /t(:c —1) 27

Donc I(z) = 27 fw () exp(%)~ Cela prouve déja que I(z) existe.

Or W suit la loi exponentielle 5(%), donc vz > 0, fw(z) = %exp(—%). Il vient alors

immédiatement

Ve >0, I(x)=m

page 2 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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EXERCICE II

1)
Il est clair que f(M) appartient a M, (R) pour tout élément M de M., (R).
V(M,N) € (M ( ))?, VA ER,
F(M + AN) t (A)(M + AN) — Tr (M + AN)A
t (A)M + ATr(A)N — (Te(M) + ATr(N))A  (linéarité de la trace)
- Tr( )M — Tr(M)A + A(Tr(A)N — Te(N)A) = f(M) + Af(N)

L’application f est un endomorphisme de M, (R)

2)
e Tr(A) =0. Donc f(M)=—Tr(M)A. Par suite f(I,) = —nA.

Par hypotheése, A # (0) (ou (0) est la matrice nulle de M,,(R)), donc f n’est pas nul.
e Tr(A) # 0. Raisonnons par 1’absurde.

Si f est nul, alors VM € M,,(R), Tr(A)M = Tr(M)A, donc M = r%((]\j))A. Ceci signifie que

M, (R) C vect(A). L’inclusion réciproque étant évidente, on aurait M, (R) = vect(A).
Or Tr(A) # 0= A # (0), donc dimvect(A) = 1.

L’égalité M, (R) = vect(A) est impossible car dim M,,(R) = n? > 1. Donc f n’est pas
nul

L’endomorphisme f n’est pas '’endomorphisme nul

3-a)
VM € M, (R), f(M)=Tr(A)M — Tr(M)A, donc f(f(M)) = Tr(A)f(M) — Tr(f(M))A.
Or par linéarité de la trace,

Tr(f(M)) = Tr(Te(A)M — Tr(M)A) = Tr(A) Te(M) — Tr(M) Tr(A) = 0.

Par suite | f(f(M)) = Tr(A)f(M)

3-b)
fFUM) = Te(A) f(M) <= f(f(M)) = Tx(A) f(M) = (0) <= ((f o f) = Tx(A) f)(M) = (0).
Il apparait que f? — Tr(A)f est 'endomorphisme nul de M, (R).

Le polynome (non nul) P = X2 — Tr(A)X est annulateur de f

3-c¢)
D’apres le cours, les valeurs propres possibles de f sont les racines du polynome
annulateur P, c’est-a-dire 0 ou Tr(A).

spect(f) C {0, Tr(A)}

f(A) = (0) de maniere évidente. A # (0) = | 0 est valeur propre de A

5)
Si Tr(A) = 0, alors f admet une seule valeur propre : 0.

page 3 Jean MALLET (o) EDUKLUB SA
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4 EDHEC VOIE S 2014

Si f est diagonalisable, il existe une base de M, (R), dans laquelle la matrice de f
est la matrice diagonale nulle. Donc f est nulle, ce qui est contraire au résultat de
la question 2). Conclusion :

Tr(A) = 0 = f non diagonalisable

Remarque : on pouvait aussi raisonner ainsi. L’endomorphisme f n’est pas nul,
donc, si I'on note E()\, f) le sous-espace propre de f associé a la valeur propre M\,
E(0, f) # M, (R). Comme 0 est la seule valeur propre de f, f n’est pas diagonalisable.

6-a)
La trace est une application linéaire de M,,(R) dans R. Son image est un sous-espace

vectoriel de R, donc de dimension 0 ou 1. Par hypothese, Tr(A) # 0, donc Im Tr # {0}
et par suite dimImTr = 1.

Appliquons le théoreme du rang, on obtient : n? = dim Im Tr + dim Ker Tr.

dimKerTr=n2 — 1

6-b)
VM € Mn(R), f(M)=Tr(A)M < Tr(A)M —Tr(M)A=Te(A)M
< Tr(M)A = (0)
<= M eKerTr car A#(0)

Tr(A) est valeur propre de f et E(Tr(A), f) = Ker Tr : dim E(Tr(A), f) =n? — 1

On a vu que 0 est aussi valeur propre de f, donc dim E(0, f) > 1. Il en résulte que
dim E(Tr(A), f) + dim E(0, f) > n?, donc

dim E(Tr(A), f) + dim E(0, f) = n? = dim M,,(R) : f est diagonalisable

On peut remarquer que dim E(0, f) =1 ; or A € E(0, f), A# (0), donc E(0, f) = vect(A).

EXERCICE III

Partie 1 : méthode utilisant un produit scalaire

1-a)
Envisageons une variable aléatoire X qui suit la loi I'(k 4+ 1,1). Une densité de X est
0 si t<0
fre1 donnée par : frii(t) = 1 kt1-1,-t o
Tk + 1)t e st t>0
—+o0 “+o0
On sait que fra1(t)dt = frar(t)dt =1,
—00 0

—+oo +oo
donc / the~tdt = / tht1=1e=tqt existe et vaut I'(k+ 1) = k.
0 0

“+o0
VkeN, I = / the~tdt = k!
0

1-b)

+oo
L’intégrale P(t)Q(t)e~'dt est impropre uniquement en +oo puisque la fonction que

0
I’on integre est continue sur R.

page 4 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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Si PQ n’est pas le polynome nul, il équivaut en +oo a son terme de plus haut degré :
il existe r € N et a, € R* tel que P(t)Q(t)e™? s at"e "t
+oo

+oo
Donc |P(H)Q(t)e™! | et la,|t"e~t. D’apres le point précédent 'intégrale / la, |t"e " dt
+oo
converge. 0
“+o0
Par équivalence des fonctions continues positives, l'intégrale / |P(t)Q(t)e " |dt con-
verge. 0
+oo

P(t)Q(t)e 'dt est absolument convergente, donc convergente.
0

V(P,Q) € E?, (P,Q) existe.

1-c)
V(P,Q,R) € E3, YVAER, (P+)Q,R) = /-H?P(t) +AQ(t))R(t)e tdt

+o0 +oo
:/ P(t)R(t)e_tdt—i—)\/ Q(t)R(t)e 'dt
0

0
par linéarité des intégrales convergentes
= (P, R) + MQ, R)
C’est la linéarité par rapport a la premiere variable de (P,Q) — (P,Q). 1l est clair
que (P,Q) — (P,Q) est symétrique, donc 'application (P,Q) ~ (P,Q) est une forme
bilinéaire, symétrique.
“+oo
(P,P) = P?(t)e~'dt > 0 car P?(t)e™* >0 et les bornes sont dans l'ordre croissant.
0

+oo
De plus, / P%(t)e tdt = 0 <= Vt > 0, P*(t)e™" = 0 car cette fonction est continue,

0
positive (ou nulle) sur R,. Comme e~* # 0, on conclut que P?(t) = 0, donc P(t) = 0
sur R, . Le polynome P admet une infinité de racines, c’est donc le polynome nul.
En résumé,

L’application (P, Q) € E? — (P,Q) est une forme bilinéaire, symétrique,
définie, positive : c¢’est donc un produit scalaire sur E

2)

+oo +oo
X37 2 _ 3 2d: 3 o 2d.
X5~ Q| / (° — Q(t))dt / (° — at — )%t

3-a)
D’apres le théoreme de la meilleure approximation, il existe un unique élément Q, € F
tel que || X3 — Q||, pour Q € F, soit minimale.

Qo est le projeté orthogonal de X3 sur F = vect(1, X)

3-b)
Qo est le projeté orthogonal de X? sur vect(1, X) équivaut a X*—Qq € F*. Or la famille
(1,X) est une base de F, donc

X3—Q0€FJ‘<:><X3—Q0,1>:<X3—Q07X>:0.

3-c)
L’équivalence précédente traduit le fait que

<X3_Q071> =0
(X3 —Qp,X) =0

Qo est déterminé par le systeme {

page 5 Jean MALLET (c) EDUKLUB SA
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3-d)

Résolvons ce systeme.

+oo +o0 +oo +o0
/ (t3 —zot —yo)e tdt =0 / t3e~tdt — mo/ te tdt — 1 / etdt =0
0 — 0 0 0

+o00 +o00 400 +o0
/ (3 — zot —yo)te tdt =0 / tretdt — g / e tdt — vy / te”tdt =0
0 0 0 0

I3 —xoly —yoly =0
Iy —xols —yoli =0

3!—1’01! —yOO! =0
4!—1‘02! —yol! =0

On obtient { f0 7% =0 uis sans probleme
23}0 + Yo =24 p

zo=18 et yp=6—18 = —12. Qy = 18X — 12

e C(Calcul du minimum A.

+oo
A :/ (t* — 18t + 12)%e'dt
0

“+oo
= / (15 + 18%t% + 144 — 36t + 2413 — 2 x 18 x 12t)e~'dt

0
= I + 32415 4+ 1441y — 3614 + 2413 — 4321
=7204+324 x 24144 — 36 x 24 + 24 x 6 — 432.

Le minimum est : A =360

Partie 2 : méthode utilisant une fonction de deux variables
4)

flx,y) = /O+O?t3 —at —y)?etdt

“+o0
= / (15 + 2%t + y? — 22t* — 2yt® 4 2xyt)etdt
0
= IG + .13212 + y210 — 233]4 — 2y13 + 2.Z‘y11

V(x,y) € R?, f(x,y) = 222 + y? + 22y — 482 — 12y + 720

5)
La fonction f est de classe C* (et méme C?) en tant que fonction polynomiale définie
sur R2.

of _

%(:c,y) =4x + 2y —48

of _ B

a—y(x,y) =2z +2y—12

9 . " . 24y =24

(z,y) € R? est un point critique de f si et seulement si rty =6

On trouve, bien-str, » = 18 et y = —12.
6)

Le théoreme de Schwarz s’applique puisque f est de classe C2? sur R2. Employons les
notations de Monge.
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ray) =2y =4

022
82
s(r,y) = 76365;(3:,?;) =2
0% f
t(x, = —5(z, =2
(z,y) 8y2( Y)

(s2—1t)(18,-12) =4 -8 = -4 < 0. Il y a au point (18,—-12) un extremum local pour f.
Or r(18,-12) = 4. Cet extremum est un minimum.

f présente au point (18,—-12) un minimum local

7)
Montrons que ce minimum local est un minimum absolu.
Soit (zo,y0) = (18, —12). Posons z = ¢ +a et y = yo + b.

f(x,y) = f(xo+a,yo+b)
2(xo +a)? + (yo + )% + 2(xo + a)(yo + b) — 48(x¢ + a) — 12(yo + b) + 720
222 + 2a® + 4xoa + Y2 + b® + 2yob + 2w0y0 + 220b + 2yoa + 2ab
— 4810 — 48a — 12yo — 12b + 720
= (222 + y2 + 2x0yo — 4810 — 12yo + 720) + 242 + b? + 2ab
+a(4x0 + 2y0 - 48) + b(2.’b0 + 2y0 - 12)
= f(wo,90) +2a® +b>+2ab+ax0+bx0

Car (zg,y0) est le point critique de f, donc vérifie les relations de la question 5).
V(z,y) € R, f(x,y) — f(z0,90) = 2a* + b? + 2ab = (a + b)? + a* > 0.

V(z,y) € R, f(z,y) > f(zo,y0) : f présente en (xq,yo) un minimum absolu

PROBLEME

question préliminaire
1-a)

t sl z<t

Va € R, max(x,t)z{x si 2>

Sur | — oo, z[ U]z, +ocf, t — max(z,t) est continue en tant que fonction polynomiale.
max(z,z) = ;

lim max(z,t) = lim ¢t = = max(x,z) ; donc ¢ — max(z,t) est continue en z a gauche.
t—x— t—x—

lim max(z,t) = lim 2 =2 =max(z,z) ; donc t — max(z,t) est continue en x a droite.
t—x t—zx

Conclusion : t — max(z,t) est continue au point z.

La fonction t + max(z,t) est continue sur R

1-b)

1 1 t2 1 1
r<0=Vte|0,1], z <t, donc yz/max(x,t)dtz/tdt: [5] =3
0 0 0

1 1
r>1=Vte[0,1], t <u, donCy:/max(nt)dt:/:ﬂdt:m.
0 0

0<x<1.
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x 1
:/maxa:tdt—i—/maxxtdt
2
/xdt—f—/tdt—x + ’5}

_ _:17 +1
(E+ 2 = 5
1
5 s1 <0
_ 2
= x2+1 si 0<z<1
x si x>

Partie 1 : étude de plusieurs cas ou X est discrete

2)
X < G(p) = X(Q) =N*. Donc Vw e Q, X(w)>1.
Par suite, d’apres la question 1-b), Yw € Q, Y(w) = X (w).

X—=Gp =Y=X

3-a)

P(X:O):l—P(X:I)—P(X:—l):%

3-b)

Yw e, X(w) € {-1,0} = Y(w) = 5 et X(w) =1 =Y () = X(w) = 1.
Y(Q):{%,l}

P(Y=3)=P(X=-1UX=0)=P(X=-1)+P(X =0) =1 +1 =3

P(Y:l):l—%:i- On aurait pu dire ( H=(X=1)

1 2
By =3x3+1=T. Doncv(y)=F-2= 3
3-c)
Hors programme.
4-a)

Rappelons que X(Q) =
Si X =0, alors Y = l

Si X #0, il existe k € N* /| X =k, donc Y =k puisque X (w) > 1 = Y (w) = X (w).
Y(Q) {%} UN*
1

Réciproquement, il est clair que 5 EY(Q).
VkeN*, JweQ / X(w) =k, donc Y(w) = k, et par suite {%} UN* C Y (Q).
Y(Q) = {%} UN*
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4-b)
Sous réserve de convergence de la série (I’absolue convergence n’est pas nécessaire
car Y > 0),

+00
B(Y) =iP(v =35+ nP(v=n)

=%~ + E(X) (ce quiassure la convergence de la série).

n=1
% + E(X?) (ce qui assure la convergence de la série)
- % +V(X)+ (E(X))? (d’apres le théoreme de Koenig-Huygens)
—
T4
Donc
V(Y?) =EY? - (E(Y))? (dapres le théoreme de Koenig-Huygens)
= EE AR (G )
—A —2) —
VY) =S +A- S - A = (1-e A+ &)
Partie 2 : étude de plusieurs cas ou X est a densité
5-a)
2
Si X (w) =0, alors Y(w) = M
2
Si X(w) €0,1], alors ¥ (w) = 2@ L,

2
X‘-}Lﬁa”:yz&

2
5-b)
2
Ona:0<X<1,donc0<X?<1, donc%gX;l <1
Y(Q) =[31]
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5-c)
vee 3l Fr(e) =P <)
=P(x*<2:-1) Orazel}1]=2:-1>0, donc
=P(|X| <2z —1) cart~ t est strictement croissante sur R
=P(X<+v2x—-1) car X>0
Or%§m<1<:>1§2x<2<:>0§23:—1<1, donc P(X < 2z —1) = 2z — 1.

Vo € [3.1], Fy(z)=v2r -1

5-d)
0 si z< %
: 1 ‘it - ,
Puisque Y (Q) = [5.1[, on déduit : Fy(z) = V2 =1 si % <z<l1
1 si z>1
Sur ] — oo, %[U]L-FOO[, Fy est de classe C*.

Sur ]%, 1[, =+~ 2z —1 est de classe C' et a valeurs dans R* . La fonction racine carrée
est de classe C* sur R%, donc par composition, = — /22 — 1 est de classe C* sur ]%, 1[.

Fy est de classe C! sur R — {%,1}

1y

Fy(3)=0.

lim Fy(z) = lim 0=0=Fy(3).
m%%_ J/’*)%_

lim Fy(z)= lim vV2xr—1=0= Fy(%)

1+
T T35
Fy est continue au point %

Fy(1) = 1.

lim Fy(z)= lim v2zx—1=1= Fy(1).
x—1— r—1—

lim Fy(z)= lim 1=1= Fy(1).
rz—1t rz—1t

Fy est continue au point 1

Fy est continue sur R et de classe C* sur R — {%, 1}.

Puisque Y est une variable aléatoire, Fy est une fonction de répartition (croissante,
lim Fy(x)=0 et HIE Fy(z) =1). Donc
r—r+00

Tr—r—00

Y est une variable a densité

5-e)
Prenons pour densité de Y, la fonction fy donnée par :
0 si z €] o0, 5] UL +oo]
fy(z) = 1 ' 1

Sous réserve de convergence absolue, E

g
(Y) /%mdx
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Effectuons le changement de variable u = /22 —1 (changement C* bijectif sur ]%, 1],
donc licite).
u? 41

T =" , dr = udu.

! T 1 1u2 +1
7(1‘% =5 udu
/%\/2:1: -1 2 /0 u

1
/ (u? +1)du (ce qui assure la convergence absolue)
0

[“; +u};:%(%+1)

DNO[— DO

E(Y) existe et E(Y) = %

5-f)
Hors programme.
6-a)
Puisque X — 1 suit une loi exponentielle, (X —1)(Q2) = R,. Par conséquent X —1 > 0,
donc X > 1.
Vwe, X(w)>1l=YWw) =Xw):Y=X
6-b)
Y=X-1+1,donc E(Y)=E(X —1)+1. E(Y):%+1
De méme, V(Y) =V (X —1),donc | V(Y) = %

6-c)
0<U<14=0<1-U<1e=m(1-U) <04 —1m1-U)>0.

Vz Ry, Fy(z) = P(_§1n(1 ~U) <)
=P(In(1-U)>-Xz) (car —A<0)
=P(1-U>e*) (I'exponentielle strictement croissante sur R)
=PU <1—e %)

Or (x>0, =A< 0) = —\z <0, donc 0 < e** < 1. La variable U suit la loi uniforme
sur ]0,1], donc P(U <1 —e ) =1—e 72,

_Jo si <0
F‘/‘/(m)_{l—e_’\m si x>0

La variable W suit la loi exponentielle de parametre A

Il s’agit de trouver une variable aléatoire U, qui suit la loi uniforme sur [0, 1] telle

que X —1=—$In(1-U)

Analyse : si U existe, alors 1 — U = e XD puis U = 1 — e MX-1),

Synthese. On sait que X — 1 suit la loi exponentielle de parametre A. Considérons la
variable aléatoire U = 1 — e AX-1),

Il est clair que, d’apres la calcul précédent, X —1 = —% In(1 —U).
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Vérifions que U suit la loi uniforme sur [0, 1[.

(X -1<0, A>0) = —A(X —1) <0, donc 0 <1—e &1 <1, Par suite U(Q) = [0,1].

Vo € [0,1],

PU<z) =P(l- e~ MX-1) <)

P(e~ )‘(X D>1-2)

= P(-A(X —1)>In(1—x)) (stricte croissance du logarithme)
P(

X-1<-1ma-2) (car -1 <0)

A A

Or X — 1< &()), donc

Yy Yy .
VweR,, P(X-1<y) = //\e*’\tdt = [f e*’\t}o =1—e. Par suite
0

1
A=+ In(1 —2))
P(X-1<-fI(l-2) =1-e¢ A
=1-e0-2 =1 _(1-2)=2
Donc U suit la loi uniforme sur [0,1].

7-a)

X(w) 0= Y(w)=1;
0<X(w)§1:>Y(w)=% ; il est clair que l’ona%<%g1.
X(w)z1l=Y(w) =X(w) = 1.
En conséquence Y () = [%, +o00]
7-b)
P(Y = %)= P(X <0)=(0). Donc| P(v =3)=1
7-c)

Soit x € R. D’apres Y (), on peut dire que :

. x<%:>Fy(CC):0

e Soit z € [% 1]. D’apres la formule des probabilités totales,
PY<z)=P(X<0)N(Y<2)+P(0<X<1)NY <z))+P(X>1)N(Y <x). (7c)
% P((X <0)N(Y < m)) = P(X < 0)Px<o)(Y < ).

Si I'événement (X < 0) est réalisé, Y = 1, donc (Y < z) puisque % < z par hypothese.
Par suite Px<)(Y <z) =1 et finalement P((X <0)N (Y <)) = P(X <0) = ().

* 0<X<1N(Y<z) :(0<X§1)0(X +1
:(O<X§1)0(X2<2x—1)
=0<X<)N(X|<V22-1)

=0<X<H)NO<X<V2r—-1) car X >0
Or (0 <X <2z —1)cC (0< X <1) puisque 2z — 1 < 1, donc
O<X<HNO<X<V2r—-1)=(0< X <2z —1).
Par suite P(0< X <1)N(Y <2))=P0< X <2z —1) = d(y2z — 1) — ®(0).
* (X>1)NY¥ <z)=X>1)N(X <z)=0carz<1 Donc P(X >1)nY <z))=0.
L’égalité (7c) devient :
Vo € [$,1], Fy(z) = ®(0) + (v2z — 1) — ®(0) = &(v2z — 1),
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o Soit z > 1.

(X <0)N(Y <z)= (X <0) car dans ces conditions Y = % <.
X2+1
2

(X>1)N¥ <2)=(X>D)N(X<z)=(1<X <a).
L’égalité (7c) devient :
Ve>1, Fy(z)=P(X <0)+PO0<X<1)+P1l<X<z)=PX <z)=2(2).

<X <1)=( <l<z),donc (0<X<)N{Y <a)=(0<X<1).

Finalement,
0 si x< %
Fy(z) = o2z —1) si % <z<1
D(x) S1 x>1
7-d)
Fy(3) =(0) = - Mais lim Fy(z) =0+ Fy(3).
)

Fy n’est pas continue sur R : Y n’est pas une variable a densité

Fy(Q) = [L, +o0] et cet ensemble n’est pas un ensemble discret.

27
Y n’est pas une variable discrete
7-e)
Soit n € N*. Considérons la variable §,, = Z U
k=1

E(S,) = nE(Uy) = % ; V(S,) = nV(Uy) car les variables U, sont indépendantes, donc

- n

. S, — E(S,) . s o
La variable T;, = AR est la variable centrée, réduite associée a S,,.

D’apres le théoreme de la limite centrée, la suite (T},) converge en loi vers une
variable qui suit la loi normale, centrée, réduite. Par conséquent, la loi de T,, peut
étre approchée par la loi normale centrée, réduite pour n ” assez grand ”.

48
Z Up —24 48

Pour n = 48, Tys = ’“:1748 = (; Uy, — 24).

12

D=

48
La loi de %(Z Ui — 24) peut étre approchée par la loi normale, centrée, réduite
k=1

48
La variable %(Z U — 24) va simuler X.
k=1
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