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principaux résuitats, & respecter fes notations de Pénoncé ef & donner des démonstrations
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5§, au cours de Pépreuve, un candidat repére ce qui fui semble éfre une erreur d'énonce, il
fe signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives
qu'if ast amené & prendre.
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EXERCICE 1

Seit f l'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique de R*
est ;

16 0
A=11 2 1
2 -2 i

On considére les vectenrs u et v de R* définis par :
v (0,1,-2) et w={(0,1,~1}.

On note ker (f) le noyan de f et Im (f) son image.

Si A est une valeur propre de f, on désigne par Ey {(f) Pespace propre de f associé
a la valenr propre A,

PARTIE I : Réduction de Pendomorphisme f.
1. Déterminer une base de ker (f} et une base de lin {f}.

2. Justifier que [ nest pas bijectif. En déduire, sans le moindre caleul, une
valeur propre de f.

3. Prouver que u et v sont deux vecteurs propres de f.

Préciser la valeur propre A (respectivement u) associée & u (respectivement
A vl

Donner la dimension de Pespace propre E, {f) {respectivement £, ().

4. L'endomorphisme f est-il diagonalisable?
5. Rechercher tous les vecteurs £ == {x, 3, 2) de R” vérifiant Véquation :
Flty =140

6. Déterminer um vecteur w de R®, dont la troisiéme coordonuée (dans la base

R? et que la matrice de f dans la base C soit la matrice
0 0 6
T=1]0 11
601
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PARTIE II : Résolution d’une équation.

Dans les questions 1, 2 et 3 de cette partie, on suppose qu'il existe un endo-
morphisme g de R vérifiant :
gog=f.
1. Montrer que :
fog=gof

En déduire gue ¢
flglu)) =0 et flg(u))=g(v).

2, Justifier qu'il existe deux réels a et b tels que g (u) = av et g {v) = bv.

1.6. Justifier que :
a U ¢
N=10 b d
00 ¢
oll a et b sont les deux réels définis 3 la question précédente (IL2) et ¢, d, e
des réels.
4. Existe-t-il des endomorphismes g de R® tels que g o g = f7 Indication :
utiliser les matrices de f et g dans la base C' = {u, v, w} définie & lo question
IOG(

EXERCICE 2

On considere la fonction f définie sur [0. +oc] par
1 stz=198
fley= z

............................ sizelo, ’
In{l+x) si @ € 0, ool

ainsi que la saite {4y,), o définie par
up=e et YneN, u = fu).

1. Déterminer le signe de f sur Vintervalle [0, +oo|. En déduire que, pour tout
entier naturel n., u, existe.

2. Ecrire un programmne en Turbo-Pascal qui, pour une valeur N fournie par
Patilisatenr, calcule et affiche vy,
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3. Montrer que [ est continue sur [0, 4ocf.

4. Etablir que f est de classe O sur j0, +oof .

5. Donrner le développement limité & Pordre de 2 au voisinage de 0 de

z
In{l+a)— T
i

puis déterminer un équivalent de f’ () lorsque & tend vers 0.
6. Prouver que [ est de classe C' swr [0, 00|
7. Esablir que :
Veze—1, f{z)<e et {e+1)in(z+1)zz+L

En déduire que :
Veze—1 fir)z0
8. Démontrer gue :
Ynoe N e—1<u,.

9. Etablir que la suite (u,}, o, converge et préciser la valenr de sa limite L.

EXERCICE 3

Soit p un réel appartenant & intervalle ouvert 0.1 onnote g == 1 —p.

On dispose dans tout Pexercice d'une méme piéce dont la probabilité d'obtenir
PILE vaut p.

PARTIE 1 : Etude d’une premiére expérience.

On procede 4 Vexpérience suivante £ @ « On effectue une succession illimitée
de lancers de lo piéce ».
On note :

s pour tout entier naturel non mal 1, X, la variable aléatoire égale ay nombre
de PILFE obtenus lors des n premiers lancers de la pioce;

s pour tout entier naturel non nul j, F; événement @ « la pitce donne FACE
lors du j-iéme lancer »;

s Y la variable aléatoire égale au nombre de FACE obtenus avant Papparition
du second PILE.
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Par exemple, st es lancers ont donné dans cet ordre :

« FACE, PILE, FACE, FACE, FACE, PILE »

alors ¥ = 4,

On admet que les variables aléatoires X, {n & N") et Y sont définies sur un
méme espace probabilisé modélisant Pexpérience £.

1.

Sinrudation informatique.

{a} Ecrire une fonction en Turbo-Pascal d'en-téte :
function LANCER ( p : real) : integer;

qui crée un nombre aléatoire dans 'intervalle [0.1] et renvoie 1 si ce
nombre aléatoire est strictement inférieur & p et O sinon,

(b) Ecrire une fonction en Turbo-Pascal d’en-téte :
function PREMIER PILE { p : real) : integer;

qui simule antant de lancers de la piéce que néeessaire jusqu’a Vobten-
tion du premier pile et renvoie le nombre de lancers effectués. Indi-
cation : si on souhaite, on pourra utiliser la fonction LANCER en la
répétant convenabliement.

{¢) Ecrire un programunte en Turbo-Pascal gui demande un réel p 4 Vubi-
lisatenr, puis qui simule autant de lancers de la piece que nécessaire
jusqu'a Vobtention du second pile et affiche le nombre de faces obtenus
en tout. Indication : on pourra uwiliser la fonction PREMIER _PILE
en lo répétant convenablement.

. Soit n un entier aaturel non nul. Donner la loi de X,,. Préciser la valeur de

son espérance F {X,,) et de sa variance ¥V {X,).

Déterminer les valeurs prises par la variable aléatoire ¥

. Donner 1a valeur des probabilités

PY =0). P(Y=1) e P =2).

. Soit n un entler naturel. Justifier que les événesents -

Y=n) e (Xyp=1nN o

SONE éganx.
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6. Prouver que :
vneN, PY =n)={(n+1)p"

7. Vérifier par le caleul que :

fP(Y =} = 1.

FLEE

8. Démontrer que la variable aléatoire Y posséde uue espérance F {Y) et donner
sa valeur.

9. Soit £ € N*. On note Y, la variable aléafoire égale au nombre de FACE
obtenus avant I'apparition du &£-iéme PILE. En particulier, on a ¥y = Y.

En géuéralisant la méthode utilisée dans les questions précédentes, détermi-
ner la loi de Y.

PARTIE 11 : Etude d’une seconde expérience.

On procéde & Pexpérience suivante :
F i « Peur joueurs se relaient pour effectuer des lancers successifs de la piéce
pendant la pause déjeuner.

Le joueur 1 arrive & 12h {considéré comme Dinstand 0) el joue jusqu’s Uarrivée du
Joueur 2.

Le joueur 2 arrive au hasard entre 12h et 15h puis joue jusqu’c 15k exactement
{qui est considéré comme Uinstant 1}, »

On note :
o 1 la variable aléatoire égale a la durée {en heure) du jeu pour le joueur 1;
¢ S la variable aléatoire égale 4 la durée (en heure) du jeu pour le joueur 2,

o T la variable aléatoire égale a la durée (en heure) de jeu effectuée par le
joueur avant joud le plus longtemps c'est-d-dire que :

T = max (R.9).
Pour toute variable aléatoire X, ou note F'y la fonction de répartition de X.

On admet gue i1 et 5 sont deux variables aléatoires définies sur un méme espace
probabilisé muui d'une probabilité P modélisant 'expérience F. En outre, on
BUPPOSE (UE *

R suit la loi uniforme sur [0, 1} et que S =1~ R.

{cette derniére relation traduisant que le temps total consacré au jeu par le joueur
1 et le joueur 2 est exactement d’une heure).
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. Expliciter la fonction Fy puis la fonction Fg. Reconnaitre alors la loi suivie

par ia variable aléatoire 5.

Pour tout réel £, prouver que :

P(T<t)=PR<HN(RZ1-1).

. . H , . .
Péterminer, pour ¢ € {5 Z.] . Vexpression de Fr {t) en fonction de ¢,

Justifier que T suit la loi uniforme sur [—2», 1} :

En déduire que T admet une espérance E (T') et une variance V (T') que 'on
précisera.
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CORRIGE

Le langage Pascal n’étant plus au programme, nous n’avons pas traité les
questions d’informatique.

EXERCICE I

PARTIE I : réduction de I’endomorphisme f

1)

x

e Soit w = (z,y,2) €R? et X = (y)
z

= (0)

weKerf <= f(w)=0+<= AX

x =0
< z+2y+z =0
20 —2y—2z =0

T =0
<:}{qutz =0 puisque z =0

<~ z =0
z =2y
Ker f = {w = (0,y,—2y) € R3, y € R} = vect((0,1,—2)) = vect(u). Le vecteur u n’est pas

nul, donc la famille (u) est libre et par conséquent

le vecteur u = (0,1, —2) est une base de Ker f : dimKer f =1

e Notons (e, eq,e3) la base canonique de R3. La matrice de f dans cette base est A.
D’apres le cours,

Imf = VeCt(f(el)v f(62)a f(63)) = VeCt((la la 2)7 (07 2a 72)7 (Oa 15 71)) = VGCt((l, 17 2)7 (Oa 13 71))
car (0,2,—2) =2(0,1,-1).
Les vecteurs (1,1,2) et (0,1,—1) forment une famille libre car ils ne sont pas propor-
tionnels, par Consequent

la famille ((1,1,2),(0,1,-1)) est une base de Im f : dimIm f = 2

Remarque : le théoreme du rang donnait tout de suite dimIm f = 2. Par suite la
famille ((1,1,2),(0,1,—-1)) est génératrice d’un espace de dimension 2, c’en est donc
une base.
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2)

D’apres la question 1), Ker f # {0}. D’apres le cours, Ker f # {0} <= f non injective.
Donc f n’est pas bijective (on peut d’ailleurs remarquer que ces deux propriétés sont
équivalentes, car la dimension de R? est finie).

Or Ker f = Ker(f — 0.1d) ou Id est ’application identique de R?.

On a donc Ker(f —0.1d) # {0} ce qui veut dire

Le réel 0 est valeur propre de f

3)

e D’apres la question 1), Ker f = Eo(f) = vect(u). Le vecteur u est un vecteur propre
de f associé a la valeur X = 0.

e Un calcul facile donne f(v) =v. Le vecteur v est un vecteur propre de f associé a
la valeur p=1.

o Eo(f)=Kerf=vect(u) :| dimEy(f) =1

X
e Déterminons E;(f). Soit w = (z,y,2) cR3et X = | y
4

we B (f) =flu)=w=AX =X

r+y+z =0
V20 -2y—2z =0 effectuons L, +— %(Lz +2L,)

@{x—&—y—i—z :0(:>{x =0
T =0 z =-y

Ei(f) ={w=(0,y,—y) € R3, y € R} =vect((0,1,-1)).

Eq(f) = vect(v) : dim Ey(f) =1

4)

Cherchons si f admet une valeur propre a autre que 0 et 1, c’est-a-dire cherchons

a ¢ {0,1}.

Avec les notations précédentes,
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T =azx
T+2y+z =ay
20 =2y — 2z =az

flw)y=aw <=

(1-a)x =0
r+2-a)y+z =0
20 —2y— (14 )z =0

x =0 cara#l,
2—a)y+z =0 effectuonsly «— 2Ly +(2—a)L3
—2y—(1+a)z =0

x =0
= 2-1+a)2—-a)z =0
—2y—(1+a)z =0

T =0

— a(—-1+4 a)z =0

—2y—(1+a)z =0

Or a(-1+ a) # 0, donc ce systeme équivaut a x =y = z = 0. Il n’y a pas de valeurs
propres de f différentes de 0 et de 1.

Conclusion : le spectre de f est {0,1}.

spect f = {0,1} ; dim Eo(f) + dim E;(f) = 2 # dimR3, donc f n’est pas diagonalisable

5)

D’apres les calculs de la question 3),

T =z+0
fy=t+v <= z+2y+2z =y+1
20 —2y—2z ==z-1

ft)=t+ve=>3yeR /1= (5.0, ~v)

6)

Le vecteur w demandé est w = (%, %, 0) obtenu pour y = %
e Regardons si la famille (u,v,w) est libre. Soit (z,y,z) € R? / zu + yv + zw = (0,0,0).
Cette égalité équivaut successivement aux systemes
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—2rx—y =0 on effectue Ly «— L3+ 2L,

La famille (u,v,w) est une famille libre de 3 vecteurs dans un
espace de dimension 3 : la famille (u,v,w) est une base de R?

La matrice de f dans cette base est donnée par :
f(u)=1(0,0,0)=0u=0u+0v+0w; fo)=v=1v=0u+lv+0w;
flw)=w+v=0u+1lv+ lLw. D'ou

0 0 0
Mate(f)={(0 1 1|=T
0 0 1

PARTIE II : résolution d’une équation

e fog=(gog)og=go(gog) (par associativité) = go f. Donc

e flg(u)) = (fog)(u)=(go f)(u)=g(f(u)) = g(0,0,0) = (0,0,0)
e fl9g(w)=(fog)(v) = (g0 f)v)=g(f(v))=g(v).
2)

e f(g(uw) =(0,0,0) <= g(u) € Ker f. Or Ker f = vect(u) d’apres la question 1.1), donc
JaeR / g(u) = au

e f(g(v)) = g(v) <= g(v) € Exr(f). Or Eyi(f) = vect(v) d’apres la question 1.3), donc
IbeR / g(v) = bw

3)

g(u) = a.u et g(v) = b.v donnent les deux premieres colonnes de la matrice N de g dans
la base C. On ne sait rien de particulier du vecteur g(w), si ce n’est qu’il appartient
a R? donc qu’il s’exprime dans la base C : il existe (c,d,e) € R?® / g(w) = cu+d.v+ew.
En conséquence,

Si g existe, alors gog = f += N? = T. Un calcul facile donne N? = ( 0 b db+e)

o ot O

o O e
o QU0

4)
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a> 0 clate) 0 0 0
N2=T <<= |0 b db+e |=(0 1 1
0 0 e? 0 0 1
a =0
b2 =1
= clat+e) =0
db+e) =
e? =
a =0
b =41
<~ ce =0 cara=0
db+e) =1
e ==1
a =0
b =+1
= c =0 care#0
db+e) =1
e ==+1

L’équation d(b+e) =1 = b+e # 0 ; les équations 2 et 5 donnent : b = e = 1 ou

b=e=—1.
a =0
b -1 0 0 0
e Sib=e=1, le systeme précédent devient { ¢ =0 Donc N = 1 %
2d =1 0 0 1
e =1
a =0
b o— 1 0 0 0
e Sib=e= -1, le systeme précédent devient ¢ ¢ =0 :N=[0 -1 —%
—2d = 0 0 -1
=1
0 0 0
Conclusion : il y a deux solutions g de matrice N = | 0 1 % et —g (de matrice
0 0 1
—N)

L’équation go g = f admet deux solutions exactement : elles sont d’ailleurs opposées

EXERCICE 11

1)
Vz >0, In(1+z) >0, donc f(z) > 0. Pour x =0, f(0)=1, donc
Vo € [0, +o0[, f(z)>0

T4

Procédons par récurrence ; notons P, la propriété < u, existe et u, > 0> .

e Pour n=0,, ug existe et uy > 0 puisque vy = e.
e Hérédité : supposons que P, soit satisfaite pour un entier naturel n donné.

u, existe et u, > 0 implique f(u,) existe et f(u,) > 0 d’apres ce que nous venons de
voir. Donc wu,,; existe et u,,; > 0. La propriété P,,, est satisfaite. L’hérédité est
établie et par principe du raisonnement par récurrence,

Yn € N, u, existe et u,, >0
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2)
Hors programme
3)
i) La fonction z — 1+ 2 est continue sur ]0,+oo[ et a valeurs dans R*. La fonction

In est continue sur R7j, donc par composition la fonction z — In(1 + z) est continue
sur ]0, +oo[. De plus sur cet intervalle In(1 + ) > 0 puisque 1+ > 1. Donc la fonction

T m est continue sur ]0,+oo[ comme quotient de fonctions continues sur
]0, +o00[ dont le dénominateur ne s’annule pas.
In(1+x)

ii) D’apres le cours, lim —— = 1, donc lim f(x) = lim —2 _ — 1= f(0). La

«—0 In(1 + z)
fonction f est continue en 0.

f est continue sur 0, +oo[ ; f est continue en 0, donc f est continue sur [0, +oo]

4)
La méme démonstration que dans 3-1), en changeant 1’adjectif continue en de classe
C!, prouve que

f est de classe C! sur ]0, +o0f

5)
2
e In(l+ux) =z — % +2%¢(x) avec lir%e(w) =0.
Tr—r
x _ 1 .
T _:1:1+$_x(1 x4 ze1(x))
=z — 22+ 2% (x) avec lim e (z) = 0.
) z—0
In(1+z) — T f_m =z — % + 2?e(z) — (z — 2% + 2261 (2))
2
=z - % +2?e(z) — x4+ 2? — 2% ()
2
— 21 22() avec B(x) = =(2) — £1(x)
In(1 + ) — —=%

1+z
, (In(1 + 2))*
G+ atBw)

- (In(1+x))? d’apres le point précédent

o Vx>0, fll) =

2
5 +2°B(2)
f'(x) Yo ear In(1 + z) 5 x
1
5 2 + B(x).

) o L
F@) 5

6)
La fonction f est continue sur Ry, de classe C! sur R7 et lin% f(z) = % ; d’apres le
T

théoreme dit du prolongement des applications de classe C!, on déduit

f est dérivable au point x =0 ; f/(0) = % et f’ est continue au point z =0
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7)
fl) 1
e Pour z>0, —/= = (1 2)
r>e—1+=1+1>e<=In(l+z)>Ine (par la stricte croissance de la fonction In),
donc
. 1 . . 1

>e— > — 1 < =

r>e—1<=In(l+x) >1 et pour finir TR 1 puisque la fonction ¢ — $ est

décroissante sur R .

f(x)

Par suite z > e —1 = —>* < 1. En multipliant cette inégalité par = > 0, on obtient

Ve>e—1, f(z) <=z

e z>e—1 <=1In(z+1)>1 vu dans le point précédent
< (z+1)In(z+1)>z+1 carz+1>0
= (z+1)nxz+1)—x>1

(x+1)In(l+2z)—=

/ _ _ T _
Or f'(z) =In{l+2) i ) donc
1
!/
' (z) 2m+1 car x +1>0

On en conclut : | Yz >e—1, f'(z) >0

Remarquons que cela implique que la fonction f est croissante sur [e — 1, +o0l.
8)
Soit P, la propriété : u, > e — 1. Montrons cette propriété par récurrence.

Pour n =0 ; ug =e>e—1: la propriété est satisfaite pour n = 0.
Hérédité ; supposons la propriété P, satisfaite pour un entier naturel n donné.
u, >e—1= f(u,) > f(e — 1) d’apres la remarque de la question 7).

Or f(e—l):ﬁ

La propriété est satisfaite pour n + 1 ; elle est héréditaire et par principe du
raisonnement par récurrence,

=e—1,donc u,.; >e—1.

VneN, u, >e—1

9)
Vn €N, u, >e—1= f(u,) < u, d’apres la question 7), c’est-a-dire u,4; < u,. La
suite (u,) est décroissante. Elle est minorée par e — 1. D’apres le théoreme des suites
monotones, bornée,

la suite (u,) converge vers un réel L >e—1

La fonction f est continue sur [e — 1, 4+o00[ puisque [e — 1, +oo[C [0, +o0].
Donc upy1 = f(u,) et L € [e — 1,4+o00[=> f(L) = L.

= 7L =
f(Ly=1L (:>ln(L+1) L car L#0
1 - A
= T T+1) 1  meme argument

— h(L+l)=1«<=L+1=e¢

La suite (u,) converge vers le réel L =e —1
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EXERCICE III

PARTIE I : étude d’une premiere expérience

1-a)
Hors programme.
1-b)
Hors propgramme.
1-c)
Hors programme.
2)
On effectue n épreuves de Bernoulli (lancer d’une piece de monnaie), indépendantes,

identiques ; le succes S est 'obtention de PILE et ’echec S est 'obtention de FACE.
Le parametre de chacune de ces épreuves de Bernoulli est p = P(S5).

La variable X,, indique le nombre de succes obtenus a l'issue des n lancers. D’apres

le cours,
X, suit la loi binomiale de parametres n,p : X,, < B(n,p)
Vk € [[0777‘]]’ P(Xn = k) = (Z)pkqn_k avec g=1-p
E(X,)=mnp et V(X,) =npqg
3)

Notons, pour tout n € N*, F, I'’événement ” au n ®™ lancer , on a obtenu face ” et
P, I’événement 7 au n “™¢ lancer on a obtenu pile ”.

L’événement (Y = 0) est 'événement P, P,.

L’événement (Y = n) est réalisé si, par exemple on a obtenu P,NF;...F, 1P, . Donc
Y(Q) ¢ N. Or il est clair que Y ne peut prendre que des valeurs entieres positives ou

nulles, donc Y(Q)=N

3)
Par indépendance des lancers, P(Y = 0) = P(P,P,) = P(P1)P(P,).
P(Y =0) = p?

4)

(Y=1) =(PFRP)U(FRPP;) union d'événements incompatibles, donc
P(Y =1) =P(PiFyP;)+ P(FyP,P;) puis, par indépendance des lancers

= 2qp?
(Y =2) = (Fi1F2P3P) U (FPF3P,) U (P FyF3P;) union d’événements 2 a 2

incompatibles, donc
P(Y =1) = P(F\Fy2P3Py) + P(F\P,F3P;) + P(PiF>F3P;) indépendance des lancers
— 3q2p2

P(Y =1) =2p%q ; P(Y =2) = 3p°¢®

5)
Remarquons que, quel que soit n € N, le nombre de lancer nécessaires pour réaliser
(Y =n) est n+2 (il faut 2 pile et n face).
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Remarquons que le dernier lancer (le (n + 2) ®™¢) doit donner pile et remarquons
pour finir que les n + 1 premiers lancers doivent donner un pile et n face (quel que
soit I'ordre d’apparition de ces n + 1 résultats) ; cela veut dire qu’au cours des n + 1
premiers lancers on a obtenu exactement un pile. Donc

VnGN, (an):(Xn+1:1)ﬁPn+2

6)

Les lancers étant indépendants, le (n + 2) ®™ est indépendant de toute fonction des
n+ 1 premiers lancers. Donc le (n +2) ¢ lancer est indépendant de la variable X, ;.

P,.o est indépendant de I'événement (X,.; =1)

P(Y =n) =P(X,11=1)x P(Pyi2) O X, <= B(n+1,p) (voir 2)), donc
n+1 "
= ( 1 )pq Xp
vneN, P(Y =n) = (n+1)¢"p?
7)
Sous réserve de convergence,
“+o0 “+o0
S P =n) =3 (n+1)g"p?
n=0 n=0

“+oo
:pQZ(nJrl)q" on pose n+1=k
n=0

+oo
— p2 Z qu—l
1

On reconnait la somme des termes de la dérivée premiere de la série géométrique

+oo
de raison ¢ €10, 1]. Cette série converge d’apres la cours et kgtt= 1 1
g p 1 )2 2
—4q p
1

donc

+o0o
ZP(Y:n):pQX%zl
n=0

Remarque : en toute rigueur, ce n’est que maintenant que nous pouvons affirmer que

Y est une variable aléatoire discrete telle que Y(Q) = N. L’événement 7 le deuxieme
“+ o0

pile arrive 7 est 1’événement U (Y =n). On en conclut que le deuxieme pile arrive
e n:O . .

donc avec une probabilité égale a 1. C’est un événement quasi-certain.

8)

E(Y) existe si et seulement si la série de terme général nP(Y = n) est absolument
convergente ; les termes étant positifs, la convergence suffit.

nP(Y =n) =n(n+1)p*¢" = p2q<n(n + 1)q”‘1>. On reconnait, dans n(n + 1)¢g" ! le terme

général de la dérivée seconde de la série géométrique de terme général ¢"*!. Cette
série est convergente car 0 < ¢ < 1.

La série de terme général pzq(n(n + 1)q”*1> converge donc E(Y) existe.
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“+ o0
E(Y) =7p%q Z n(n+1)¢"*
n=0

+oo
=p*¢ Y n(n+1)¢""" le terme pour n =0 est nul
n=1

p2q E N(N -1)¢"? (on aposé N=n+1)
N=2 9 9
2 2
=pPq 3 —Pd4d—=3
(1-9)?° P’
_2q
EY)=73

9)
On établit, comme au 3), que Y;(Q) = N (on peut obtenir (Y = n) en ayant d’abord
n face, puis k pile).

Raisonnons maintenant comme au 5) ;

Pour réaliser (Y; = n) il faut (et il suffit) que n + k lancers aient eu lieu, que le
dernier lancer donne pile et que, dans les n + k — 1 premiers lancers, on ait obtenu
exactement k — 1 pile (peu importe leur rang d’apparition). Ce dernier événement
est (X,i1x_1 =k —1). Ainsi,

VneN, Yy=n)=Xnp-1=k—1)NPys

En raisonnant enfin comme a la question 6), on prouve que

n+k—1

Vn €N, P(Yk:n):( L

>pk—1qn+k—1—(k—1) car X,op1 <+ B(n+k— 1,p). Done

VneN, P(Yy=n)= <n—]|;ﬁ; 1)pk_1q”
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PARTIE 1II : étude d’une seconde expérience

1)
D’apres le cours, puisque R suit la loi uniforme sur [0, 1],

0 si z<0
Frz)=<x s 0<z<1
1 si z>1

Ve eR, Fs(z) =P(S<z)=P1—-R<x)

=PR>1—-1x)

=1-PR<1-2)

=1-P(R<1-2z) car lavariable R est a densité

Yz ER, Fs(ﬂ?) = 17FR(17I)

* 51 1—2 <0, ce qui équivaut a x > 1, Fr(l —z) =0, donc Fg(x) = 1.
*S510<1-2<1,cequiéquivaut a0 <z <1, Fr(l—z) = 1—z, donc Fs(x) = 1—(1—z) = .
*Si1—2>1, ce qui équivaut a = <0, Fr(l —z) =1, donc Fg(x) = 0.

0 si z<0
Fs(z)=< 2 si 0<z<1 S — U 1]
1 si x>1

2)

VteR, P(T <t)

P(max(R,S) <t)
P(R<tNS<t)
P(R<tnl-R<t)

VEER, P(T<t)=P(R<tNR>1-1)

3)
vte[0,3], Fr(z) =P(T<t)=P(R<tNR>1-1)

_t§1<:>0§17t§t§1;onadonc:RgtmRzlfM:)Oglfthgtgl.

DO

Fr(t) =PO0<1-t<R<t<1)
= Fr(t) — Fr(1 —1)
=t—(1—t)=2t—1.

t< % = 1-t> % On ne peut pas avoir R <t et R>1—t, car on aurait a fortiori

1 1
R<§et R> 3
Donc (R<tnNR>1—-t)=0et PR<tNR>1-1t)=0. Fr(t) =0.
Sit>1.

Les événements (R <t) et (R >1—1t) sont certains. En effet R(Q) =[0,1] ; on a donc
R<1<tet, puisque 1 -t <0,on abien1-¢t<0<R.

Dans ces conditions, Fr(t) = 1.
En résumé,

: 1
0 S1 t< 5
Fr(t)=q92t—1 si %gtsl
1 si t>1
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4)
La fonction Fr est clairement de classe C' (donc continue) sur | — oo, %[, sur ]%, 1[ et
11, 400l

1y _
Fr(3)=0.
lim Fr(t)= lim 0=0= FT(%) ; Pr est continue en % a gauche.
t—>%7 t—>%7
lim Fr(t)= lim (2t—1)=0=Fr(3) ; Pr est continue en J & droite.
t—>{r t—>%+

Fr est continue au point %

Fr(1) = 1.
lim Fr(t)= lim (2t —1) = 1= Fr(1) ; Fr est continue en 1 a gauche.
t—1— t—1—
lim Fr(t) = lim 1=1= Fr(1) ; Fr est continue en 1 a droite.
t—1+ t—1+

Fr est continue au point 1
Conclusion : Fr est continue sur R.
En résumé ; Fr est une fonction de répartition continue sur R, de classe C' sur

R - {3,1}.

La variable T est une variable & densité

On prendra pour densité fr la fonction définie par fr(t) = Fj(t) sur R — {%,1} ;
fT(%) = fr(1) =2- Ce qui donne

: 1
0 s1 t< b)
frt) =902 s L<i<a
0 si t>1
On reconnait une densité d’une variable qui suit la loi uniforme sur [%, 1].
5)
, N . a+b (b— a)2
D’apres le cours, si X < Uy, E(X) = S5 et V(X) = 55, donc
_3 1
B(T) =3 et V(T) = &
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