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Exercice 1
0 0 ¢ 5 IA
On note / la matrice /=0 1 0| et on considere la matrice 4=|6 -1 2 :
0 0 1 6 1 3 )

1) a) Montrer, grace a la méthode du pivot de Gauss, que les valeurs propres A de 4 sont les solutions
de I’équation X' =93> =270 +53=0.

b) Etudier la fonction f qui, a tout réel x associe F(x)=x3-9x2 -=27x+53, puis dresser son
tableau de variation (on précisera les limites de fen —w et +oo, on notera m le minimum local de fsur
R, M le maximum local de fsur R et on ne cherchera ni a calculer m, ni a calculer M).

c) Calculer f(0) et f(3) puis déterminer les signes de m et M.

d) Montrer que A posseéde trois valeurs propres. que I’on ne cherchera pas a calculer et que I'on
notera &, As et s, avec A <Ay <A;.

LAo0 0
e) En déduire qu’il existe une matrice P inversible telle que A= PDP ', avec D= 0 X, 0
0 0 A

a
2) L’objectif de cette question est de déterminer I’ensemble £ des matrices M de (R ) qui
commutent avec A4, ¢’est-a-dire qui vérifient AM = MA.
a) Montrer que les matrices qui commutent avec D sont les matrices diagonales.
b) Montrer I’équivalence entre les deux propositions suivantes :
(i) M est une matrice de E.
(iiy P"'MP commute avec D.
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¢) Etablir que toute matrice M de £ est combinaison linéaire des trois matrices suivantes :

1 0 0 0 0 0 00 0
Plo o olP,PlOo I OlP'etrlO O 0[P
0 0 0 0 00 0 0 I

d) En déduire que £ est un sous-espace vectoriel de Hy( R ) et donner sa dimension.
e) Montrer, en raisonnant sur les valeurs propres de 4, qu’il n’existe aucun polynéme annulateur non nul
. . fs e s . . . - 2
de A qui soit de degré inférieur ou égal 4 2. En déduire que (/, 4, A7) est une base de £.

Exercice 2
]
24
On considére désormais la fonction f définie par :

VxelR, j'(x):.[

. r EA ’ . ’
1) Montrer que |’intégrale I dr est définie pour tout réel x.
X

H |

dt

L5

X {
2) Etablir que fest impaire.
3) a) Montrer que fest de classe C' sur R.

b) Déterminer 7' (x), pour tout réel x, et en déduire que fest strictement croissante sur R .

4) a) En utilisant la relation (2 <¢2 +1<¢2 +2/+1, valable pour tout réel 1 positif ou nul, montrer que I’on a
I’encadrement suivant :

VxeRY, In(2x+1)—In(x+1)< f(x) <In2
b) Donner alors la limite de f(x) lorsque x tend vers +oo.
¢) Dresser le tableau de variation complet de f.
d) Résoudre I’équation f(x)=0.
5) a) Montrer que, pour tout réel x, ona: x+x> +1>0.

b) Déterminer la dérivée de la fonction / qui, a tout réel x associe In (x +x2 + ]).

¢) En déduire une expression explicite de f(x) :

6) Recherche d’un équivalent de f(x) lorsque x est au voisinage de 0.
/2

\/:2+](I+\/t72+1]d!.

' N . . .. 2x
a) Etablir que, pour tout réel x strictement positif, ona: x —f(x) = I
X

b) En déduire :
VxeRY, [)Sx—f{.r)égﬁ
¢) Conclure que : f(x) -

d) Montrer que ’on a aussi : f(x) ~ x.
0

Exercice 3
Dans cet exercice, 0 désigne un réel strictement positif et n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
k
| 0
Pour tout kde N, onpose : u, =——| — | .
I+61+6

1) Montrer que la suite (u; ), définit une loi de probabilité.

On considére maintenant une variable aléatoire X prenant ses valeurs dans N et dont la loi est donnée par :

VkeN, P(X=k)=u,

2/4
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2) a) On pose ¥ =X +1. Reconnaitre la loi de Y, puis en déduire I’espérance et la variance de .X.
b) Compléter la fonction Pascal suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire X.

Function X (theta : real) : integer ;

var Y : real ;

Begin Y:=0; RepeatV:=VY+1;until(-----); X = -—--- rend ;

3) Dans cette question, on souhaite estimer le parametre 0 par la méthode du maximum de vraisemblance.
Pour ce faire, on considére un échantillon (X, X,,....X,) composé de variables aléatoires indépendantes
ayant toutes la méme loi que X et on introduit la fonction L, de R’ dans R, définie par :

vBeR:, LO)=[[P(X:=x:)

k=i

ol X;,X,,...,x, désignent des entiers naturels éléments de X(Q),

L’objectif est de choisir la valeur de 6 quirend L(6) maximale.
a) Ecrire In( L(8)) en fonction de 0 etde S, = x; .

k=l
b) On considére la fonction ¢, définie par :

vBe]0,+o[, 9(0)=S,In0—(S, +n)ln(1+0)
Montrer que la fonction ¢ admet un maximum, atteint en un seul réel que I"on notera 6, et que l'on

i
exprimera en fonction de S, . Que représente 6, pour la fonction L ?

I < ; ; 5 : .
On pose dorénavant: 7, =—ZX, . La variable 7, est appelée estimateur du maximum de vraisemblance
n
=1
pour 0.
¢) Vérifier que 7, est un estimateur sans biais de 0.

/.

d) Calculer le risque quadratique #. (6) de 7, et vérifier que lim #. (6)=0.

H=—p+00

Probléme
1) Soit x un réel quelconque.
a) Justifier que la fonction 7+ max(x,z) est continue sur R .

. . . & , ]
On considére maintenant I’intégrale y=| max/(x,¢)dt.
2 Y=y

st x<0

2 M| =

i R RPN

b) Montrer que ;: y =

x six>1

Dans la suite de ce probléme, on considére une variable aléatoire X définie sur un certain espace probabilisé
(Q, 4, P), que I’on ne cherchera pas & déterminer.
On admet que I’on définit une variable aléatoire Y, elle aussi définie sur (Q, A4, P), en posant

I
4 =J0max(X,f)df , e qui signifie que, pour tout @ de Q,ona:

|
Y = X
() Iu max( (w),.*)a"!
On note F}, lafonction de répartition de Y.
On se propose dans la suite de déterminer la loi de Y connaissant celle de X.
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2) Vérifier que si X suit une loi géométrique alorsona: V=X .

3) On suppose, dans cette question, que X (Q)={-1,0, I} etque l’ona:

P(X =-I)= P(X = l)=

B =

a) Déterminer la valeur de P(X =0).

4

‘e I ; :
b) Vérifier que Y(Q)= {Ell( puis donner la loi de Y.

¢) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire Y.

Function y : real ;

Var u : integer ;

Begin

u :=random(4) ;

If ------ then ------ elsey:=-—m--;

4) On suppose, dans cette question, que X suit la loi uniforme sur [0,1], avec X (Q)=[0,1[.

5 5 8 : X2+
a) Vérifier, en utilisant la premiére question, que 'ona: Y = 5

b) En déduire que }’(Q)z{%,l{.

c) Montrer alors que, pour tout x de [%,l!ﬁ, ona: Fy(x)=v2x-1.

d) Expliquer pourquoi ¥ est une variable a densité.
e) Donner la valeur de E(Y} ;

f) Compléter la déclaration de fonction suivante pour qu’elle simule la variable aléatoire V.
Function y : real ;

Var u: real ;
Begin

u : =random ;

y : e 2
End ;

5) On suppose, dans cette question, que X suit la loi normale centrée réduite. On rappelle que X (Q)=R et
on note @ la fonction de répartition de X.

a) Vérifier que ¥ (Q) = [%ﬁ oo{ ;

I
b) Donner la valeur de P(Y = 5 )
¢) Utiliser la formule des probabilités totales associée au systéme complet d’événements

([X 30], [0 <X< 1], [X > 1]) pour établir I’égalité suivante :

1
2

Fy (x)= <D(\j2x—l) si $<x<|

(D[x) six>|

Osix<

d) La variable aléatoire Y est-elle & densité ? Est-elle discréte 7
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EDHEC VOIE E 2014 ].

EDHEC 2014 VOIE ECONOMIQUE

CORRIGE

Le langage turbo-Pascal n’étant plus au programme, nous n’avons pas
traité les questions informatiques.

EXERCICE I

1-a)
Le réel ) est valeur propre de A si et seulement si la matrice A— I n’est pas inversible

7T—A 5 1 L1<—>L3
A-X = 6 -1-X 2 S

6 1 3—-A

6 1 3—-A Ly +— L1 — Lo
6 —1-X 2 Lg(— (7—>\)L1—6L3
T—A 5 1 S
6 1 3—A Ly <— Lo+ L3
0 24+ A 1-—A
0 —23—X A2—-10A+15
6 1 3 A Ly ¢— 21Ls — (23 + \) Lo
0 —-21 A2 — 11X+ 16 N
0 —23—X AX2—10A+15
6 1 3—A
0 -21 A2 — 11\ + 16
0 0 —A3 4 9A\2 427\ — 53

La derniere matrice est triangulaire ; elle n’est pas inversible (donc A — AT non plus)
si et seulement si I'un des coefficients diagonaux est nul, autrement dit

A € R est valeur propre de A si et seulement si A
est racine de I’équation : A3 — 9\2 — 27\ +53 =0

1-b)
La fonction f est dérivable sur R comme fonction polynomiale.
Vz eR, f(z) =32%—18z—27=3(z?—6x—9)
Fla)=0 = xe{301-v2).30+2)
Eneffet f/(2) =0 =22 -6 -9=0<= (2 -3)? - 18 =0 < 2 — 3 = £/18 = £3/2.

Le signe du trinome est celui de f/(x), donc il donne le sens de variations de f. Ce
trinome est positif a 'extérieur de U'intervalle [3(1 —/2),3(1 4+ v/2)].
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2 EDHEC VOIE E 2014

D’ou le tableau de variations de f :

T | —o0 3(1 —/2) 3(1++/2) 400
' (z) + 0 - 0 +
[ ise M ¥ m VR

Les limites de f en — et en +oco sont celles de son monome de plus haut degré,
donc celles de z3.

1-c)

f(0) =53 > 0 et f(3) = —82 < 0. Sur l'intervalle [3(1 — v/2),3(1 + v/2)] la fonction
f est strictement décroissante ; 0 et 3 appartiennent a cet intervalle ; on a les
inégalités 3(1 —v2) < 0 < 3 < 3(1 +v/2) ; par stricte décroissance de f on obtient
FB(1+v2) < £(3) < £(0) < f(3(1 —v2)) <= m < —82 < 53 < M. Ceci prouve que

m<0et M >0

1-d)

e Sur|-o0,3(1—-+v2)], la fonction f est continue, strictement croissante (d’apres son
tableau de variations), lim f(z)=—co et f(3(1-v2)) =M.

On en conclut que f réalise une bijection de I'intervalle | — oo, 3(1 —/2)] sur son image
qui est | —oo, M]. Or M > 0, donc il existe un unique réel \; < 3(1—+/2) tel que f(\;) = 0.
On peut remarquer qu’effectivement \; < 3(1 —v/2) car f(3(1 —+v2) > f(\1).

e On montre de la méme maniere que f réalise une bijection continue, strictement
décroissante de [3(1 —/2),3(1 + v/2)] sur [m, M]. L'inégalité m < 0 < M permet de dire
qu’il existe un unique réel A, € ]3(1 — v/2),3(1 + v/2)[ tel que f(\2) =0.

e Puis, méme méthode pour affirmer qu’il existe un unique réel Az > 3(1 + v/2) tel
que f(A3) =0.

Les racines de f étant les valeurs propres de A d’apres la question 1-a),

La matrice A admet trois valeurs propres A\; < Ay < A3

1-e)
La matrice A admet 3 valeurs propres distinctes, elle appartient a Ms(R), donc

A est diagonalisable | (c’est une condition suffisante de diagonalisabilité).

A0 0
A est donc semblable a la matrice D = Diag(A1, A2, A3) = ( 0 X O )
0 0 X3

Il existe dans M3(R) une matrice inversible P, telle que D = P~1AP et 'on sait,
d’apres le cours, que cette égalité équivaut a

Il existe dans M3(R) une matrice inversible P, telle que A = PDP~!

2-a)
a b ¢
Soit M=z y =z |eMs3R)
uovow
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a b c A0 0 A0 0 a b ¢
MD=DM <<= |z y =z 0 X 0 ]=10 X 0 r Yy =z
u v w 0 0 A3 0 0 A3 u v ow
CL/\1 b/\g C)\g )\1& )\1[) )\1(2
< T, y)\g Z/\3 = Ao )\Qy Aoz
UAl 'U)\Q w)\g )\3’U, /\3v )\3’LU
a)\l = )\10, a cR
bha = A1b
B b(Aa—A1) =0
C/\3 = )\10
_ c(A3— A1) =
1‘/\1 = )\258
)\ _ )\ y I()\l — )\2) =
MD =DM <= {92 Ve y eR
Z)\g = )\QZ
o Z()\g - )\2) =0
’U)\l = )\3U
u()\l — )\3) =0
’U)\Q = )\31)
UJ)\3 = /\3111 1}()\2 - Ag) =0
w eR

MD = DM <= (a,y,w) ER3 et b=c=x=z=u=v=0car \a — A, A\3— Ay et \3 — \;
sont non nuls.

DM = MD <= 3(a,y,w) € R* / M = Diag(a,y,w) : M est une matrice diagonale

2-b)
(i) MA=AM <= M(PDP~')=(PDP~Y)M d’apres l1—e)

<= MPDP~!'=PDP~'M associativité

< P~ Y(MPDP~ )P = P~Y(PDP~'M)P
Il ya équivalence car on a multiplié 1’égalité précédente par P~! a gauche et P a
droite et ces deux matrices sont inversibles.
MA=AM <= P Y(MPD) (P 'P)= (P 'P)(DP~'M)P

~—  —

=I =I
< P~Y(MPD) = (DP~'M)P

AM = MA < (P"'MP)D = D(P~*MP) : conclusion (i)«=(ii)

2-c)
MeE <= P 'MP commute avec D d’apres b)
<= P7'MP est diagonale d’apres a)

10 0 0 0 0 00 0
<:>P_1MP€vect< o0 o0of,lo 1 o],lo 0 o )
00 0 0 0 0 00 1
<= P7IMP € vect(U,V,W)
10 0 0 0 0 0 0 0
ouU=|0 0 0)],V=[(0 1 o), W=1[]0 0 0].Parsuite
0 0 0 00 0 0 0 1

MceE <= 3(a,B,7)€R3 /) PIMP=aU+ BV +~W
<= 3 (a,B,7) €ER3 /| M = P(aU + BV +yW)P~!
— I(o,B,7) €R? | M = aPUP~! + BPV P~ 4+ yPW P!

M € E <= M € vect(PUP~, PV P~!, PWP~1)

2-d)

e Puisque nous avons raisonné par équivalences dans le c¢), on en conclut que
E = vect(PUP~', PV P~1, PWP~1)

E =vect(PUP~1, PV P~!, PWP~1) = E est un sous-espace vectoriel de M3(R)
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4 EDHEC VOIE E 2014

e Soit (a,b,¢c) €R® / aPUP~' +bPV P~ + cPWP~! = (0) (matrice nulle de M3(R)).
aPUP~! +bPVP~L + cPWP~L = (0) <= P(aU +bV + cW)P~1 = (0)
<= alU +bV +cW = (0) on a simplifié
par P et P~! qui sont inversibles
<~ a=b=c=0,
car la famille (U, V, W) est une sous famille de la base canonique de M3(R), c’est donc
une famille libre.

Conclusion : la famille (PUP~!, PV P~1, PWP~!) est une famille libre ; ¢’est aussi une
famille génératrice de E, donc c’est une base de E.

E est un sous-espace vectoriel de M3(R) de dimension 3

2-e)
Soit @ un polynome annulateur de A. D’apres le cours, les valeurs propres de A sont
des racines de Q. Par conséquent Q admet 3 racines distinctes, il est au moins de
degré 3 : en effet, si Q était de degré < 2, il admettrait au plus deux racines, ce qui
est contradictoire.

A n’admet pas de polynome annulateur de degré <2

Soit (a,b,c) € R? / al+bA+cA? = (0). Si (a,b,¢) # (0,0,0), le polynome non nul a+bX +cX?
est annulateur de A. Il est de degré < 2, cela est contradictoire. Donc (a,b,¢) = (0,0,0).

La famille (1, A, A%) est une famille libre. Il est clair que I, 4 et A? commutent avec
A, donc appartiennent a E.

(I, A, A%) est une famille libre de E ; dim E = 3, donc (I, A, A%) est une base de E

EXERCICE 11

1)
La fonction ¢ — t? + 1 est continue sur R en tant que fonction polynomiale et a
valeurs dans R*. La fonction ¢ — v/ est continue sur R* (elle est continue sur
R, ), donc par composition, la fonction ¢ +— /2 +1 est continue sur R. De plus,

241> 0= v 11 >0, donc vt 1 ne s’annule pas sur R. Il ’ensuit que ¢ s ——t
) p q \/m
est continue sur R.
2x
dt . . , .
Vr € R, / existe : f est définie sur R
s V2 +1 !
2)
—2x dt
Ve eR, f(—x)= 2
f( ) —z V241
Posons t = —u ; dt = —du. Le changement est C! sur R car affine.
2x
—du . 2 2
—x) = ————cart=—-r=—u=x ;t=—-2r=— u=2x et (—u)* =u-.
flea) = [ e , (~u)
f(=2) = —f(z).
Vz € R, f(—-x) = —f(z) : la fonction f est impaire
3-a)
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1
Vit2+1

La fonction g : t étant continue sur R, elle y admet des primitives. Soit

G I'une d’entre elles.
Ve eR, f(z)=G(2z) — G(x).
La fonction z +— 2z est de classe C' sur R en tant que fonction polynomiale ; la

fonction G est de classe C' sur R en tant que primitive de la fonction continue g. Par
composition la fonction z +— G(22) est de classe C! sur R.

Par différence, la fonction f est de classe C! sur R

3_b)
Ve eR, f'(z) =2G'(2z)—-G'(x)
= 29(2926) —9(x)

VAP 1 Va4l

W 1 — ViAx? 41

Va2 4 1/22 41

VA2 4 — A2+ 1

VAR 1+ 122+ 1
Vo € R, 422 +4 > 42% +1 > 0 ; la fonction racine carrée est strictement croissante sur
R, , donc V422 +4 > /422 + 1. Par suite V422 +4 — /422 +1 > 0, donc

VAx2 +4— 422 + 1
VAz2 + 1+ 14/22+ 1

> 0 puisque V422 +1+ 1.vVx2 +1> 0.

Vz €R, f'(z) >0 : f est strictement croissante sur R

4-a)
Pour tout t > 0, la double inégalité de ’énoncé s’écrit : 0 <2 <2+ 1< (t+1)2 .

Elle équivaut a : 0 < V2 < V2 +1 < /(t+1)? car la fonction racine carrée est
strictement croissante sur R.

Or Vi2=|t|=tcart>0;deméme \/(t+1)2=|t+1|=t+1 car t+1>0. On obtient
donc 0 <t<Vt2+1<t+1.

La fonction u % est strictement décroissante sur R, I'inégalité précédente équivaut

On integre cet encadrement entre z et 2z ; > 0 = z < 2z. Les bornes d’intégration
sont dans l'ordre croissant, on obtient donc

2x 2x 2x 20 20
dt dt dt
< < = << |Inlt+1 < f(x) < |In|t
[t <[4 [miel] < 5@ < [mle]]
<~ InQ2z+1)—In(z+1) < f(z) <In(2z) —Inz
Les valeurs absolues sont inutiles car 2z +1, =+ 1 et = sont > 0.

De plus In(22) —Inz =In 27“3 =1In2. L’encadrement précédent s’écrit :

Ve >0, In(2z+1) —In(z+1) < f(z) <In2

4-b)
_ 2z +1
Vo >0, In(2x 4+ 1) — In(x + 1) fln(z:+1 )
D : 2+ 1\ _ L . :
mgrfm 31 2= wgr-lr-loo In ( o ) = In2 par continuité de la fonction In au point 2.

D’apres le théoreme d’encadrement, ’encadrement précédent donne
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lim f(z) =1n2

r—r+00

4-c)
Tableau de variations de f :

f'(x) + +

Flome /~ 0 7 +1n2

La fonction f est impaire d’apres la question 2), lim f(z) = - lim f(z)=-In2

z—>400
f(z) = G(2x) — G(x) (voir 3—a)), donc f(0) = G(0) — G(0) = 0.
4-d)
La fonction f est strictement croissante ; f(0) =0, donc
Vo <0, f(z) < f(0)=0 et Vz >0, f(0)=0< f(z). Par suite,

flz)=0<=2=0

5-a)
Vz € R, 22+ 1 > 22 ; par stricte croissance de la fonction racine carrée sur R, on a
VaZ £1 > Va2, clest-a-dire Va2 + 1> |z|.

Rappelons que vz € R, z + |z| > 0. En effet,

r>0= |z| =2, donc z + |z| =22 > 0.

r<0= |z|=-z,donc z + |z| =2 -2 =0.

Or vz € R, 2+ V22 +1 >z + ||, par suite

VeeR, z+Va?2+1>0

5-b)
e Vérifions que la fonction h est dérivable sur R.

La fonction z +— 22 + 1 est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale et a
valeurs dans R% ; la fonction = — /z est dérivable sur R% ; par composition la
fonction z — V22 +1 est dérivable sur R. Il en résulte que la fonction = — = +v22 +1
est dérivable sur R en tant que somme de fonctions dérivables sur R. De plus
z+ V22 +1 >0 d’apres la question précédente ; la fonction In est dérivable sur R7,
donc par composition la fonction h est dérivable sur R.

o VreR,
+ 2737 1 + T
W () 2vx? + 1 Vaz+1
X = =
r+vVeZ+1 r+ V2 +1
Vat+l+z
241 N . . . , .
= ————— apres réduction du numérateur au méme dénominateur
x+Va2+1
o ViZ+1l+uo
(x4 vVz2+ DHVaz +1
1 7 . . . / !
On a utilisé les formules de dérivation suivantes (vu) = 2?7 et (Inw) = -
u
1
Vz €R, h'(z) = ——1—
(@)= 7 —
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Par suite,

Ve €R, f(z) / %h’( t)dt = [h(t)] >
n(2z + \/T In(z + \/T)

B 2x + Vdax? + 1
Ve eR, f(z)=In (—er\/m )
6-a)
2z 2z dt
Ve >0, x— f(z) :\/:;dt_/x\/m
2z
1
= 1 —
/L t2 1)
2z
_ / 2+1-1,
. VBT
_ /2””( PH1-DEF1+1)
. VEFIWETIT)
on utilise 'identité (a —b)(a +b) = a® — v?, il vient
2z t2
Ve eR, z— - dt
’ A : VEE+1WE2+1+1)
6-b)
Ve >0, z < 2z (les bornes d’intégration sont dans l'ordre croissant) ;
+2 . . . .
est une fonction continue sur R (quotient de fonctions
VETIWVE 1+ (a
continues dont le dénominateur ne s’annule pas), positive donc

2x t2

dt >0
« VE+1IWE2+1+1)
De plus,on a1 <2 +1;2<1++/2+1 (on a ajouté 1 aux deux termes de I’égalité).
On multiplie ces deux inégalités entre nombres positifs, d’ou

2 < V2 +1(1+ V2 +1), puis (la fonction inverse étant strictement décroissante sur
R*), on a

Ve >0, 2 — f(z) =

1
VieR, 0< <
VEHI1+VEE+1)

On multiplie cet encadrement par ¢> > 0, puis on integre entre = et 2z (avec r < 2x)
et 'on obtient

D[

2xt2 . t3 2
Yz > 0, ng—f(x)g/ Sdt, soit 0 <z — f(x) < [—} .

x x

3
Vo e RY, 0§:vff(a:)§hj

6-c)
L’encadrement précédent s’écrit aussi : Vo > 0, = — @ < f(z) < z. On divise les 3

membres par x > 0 :

6 T
, < . X
Par le théoreme d’encadrement, lim_ @ =1, ce qui veut dire
z—0
x ~ T
OB
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x —T —X
tim L) i @:1 car r — 0~ < —z — 0". Donc
x—0~ x—0~
X ~ I
f@) o
On peut remarquer deux choses :
i) La fonction z @ est paire car fen) i) @) : donc
—T —X x
flx) _ o f(@)
a:li>0* r z1i>0Jr x
- f(2) flx) L f@)
ii) xllfélf _gcl_ﬂr)l+ 7 =1« lim =5 _l,doncf(x)g)x
EXERCICE III
1)

1 _ 0
0>0=>0<m<1etheN,uk_l+9< 9)>0Dautrepart0na
0< 3 + Trg<lecar0<f<l1+0; la série de terme généra ( ) est donc convergente
en tant que série géométrique de raison 0 ¢ 10,1[.

1+46
La série de terme général v, est convergente et

-~ = 1 6\
Sue =3 115(1s)
k=0 k=0 N

1 ~~( 0 \*
1+9k0(1+9)
11
1+91_$

1 1+6

STreT+0-0 -

+o00
Yk eN, u, >0 et Zuk = 1. La suite (ug)r>o définit une loi de probabilité
k=0

2-a)

X(Q) =N = Y(Q) = (X +1)(Q) = N*.

VkeR*, P(Y =k) =P(X+1=k)
=PX=k-1)

(i)

Cette expression est de la forme pg*—! avec p = €lo,1[ et p+q=1.

1
1+0

D’apres le cours, Y suit la loi géométrique G(5)

Toujours d’apres le cours, E(Y) = % —1+0etV(y)=2L = ﬁ(l +60)2=0(1+90).
p

EX)=EY -1)=EY)-1= ¢; V(X)=V({¥ -1)=V(Y) = 6(1+06)

page 8 Jean MALLET et Michel MITERNIQUE @ EDUKLUB SA
Tous droits de 'auteur des oeuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des oeuvres
autre que la consultation individuelle et privée sont interdites.

Fichier généré pour Visiteur (), le 31/05/2021



EDHEC VOIE E 2014 9

2-b)
Question hors programme.

3-a)

In(L(0)) lnf[P(X;C = xy)
k=1
= zn:ln(P(Xk =ux)) carVke|[l,n], P(Xp=xx) >0
k=1
— iln(uzk) car Vk € [1,n], P(Xy =) = P(X = xp) = uy,
k=1
3 (s (r2)")
S () e g (1)
=Yy e o ()

_ 1.\ 0
—nln1+9 +;xkln(1+9)

= —nln(l+0) + 1n(ﬁ) Y
k=1

=-nln(1+6) + (In6 —In(1 +6))S, ; en développant, on obtient

In(L(0)) = S, Inb — (S, + n) In(1 + )

3-b)
D’apres le texte, ¢(0) = In(L(#)). La fonction ¢ est dérivable sur R} comme somme
de fonctions dérivables sur cet ensemble.

v0>0, /() =S Setn
 S,(1+0)— (S, +n)d
B 0(1+6)

, S, —nb
20 =)

¢'(0) > 0+= S, —nf >0 (car le dénominateur est > 0) <= 6 < % (car n > 0). Posons
—~ S,

La fonction ¢ est croissante strictement sur ]0,6,] et strictement décroissante sur
[0, +00].

Sn

La fonction ¢ admet un maximum au point 9, = =2

VO > 0, ¢(0) = In(L(#)) <= V0 > 0, L() = exp(p(f)). La fonction exponentielle étant
strictement croissante, la fonction L est maximale si et seulement si la fonction ¢
est.

0,, est le réel en lequel L prend sa valeur maximale

3-¢)
Les variables X; sont indépendantes, de méme loi dépendant de 6.

La variable T, est une fonction des variables X; dont ’expression ne dépend pas de
6, donc T, est un estimateur de 4.
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3=

D’apres la linéarité de I'espérance, E(T),) = ZE(Xk) = %n@ d’apres la question
k=1

2-a), donc E(T;,) =0

T, est un estimateur sans biais de 6

3-d)
T, étant sans biais, son risque quadratique est égal a sa variance.

rr, =V(T)=V(EY Xi) = #V(Z Xi)
k=1 k=1

= % Z V(X}) car les variables X; sont indépendantes
n
k=1
= %nV(X ) car les Xj, suivent la méme loi que X
n
rT, = w ; donc nggrlw rr, =0
PROBLEME

1-a)

x sl t<z

Remarquons que max(z,t) = . U=
4 4 @O =14 6 >

Sur | — oo, z[, max(z,t) = x ; donc t — max(z,t) est continue en tant que fonction
polynomiale constante ;

Sur ]z, +oo[, max(x,t) = t ; donc t — max(z,t) est continue en tant que fonction
polynomiale ;

max(z,r) = z.

lim max(z,t) = lim = = z = max(z,7) ; la fonction ¢ — max(z,t) est continue en = a
t—x— T

gauche.

lim max(x,t) = lim ¢t = r = max(z,r) ; la fonction ¢ — max(z,t) est continue en z a
tﬁxf rz—xt

droite.

Donc t +— max(z,t) est continue en x.

La fonction t + max(z,t) est continue sur | — oo, z[, sur ]z, +oo[ et en z.

Pour tout réel z, la fonction ¢ — max(x,t) est continue sur R

1-b)

1
D’apres la question précédente, I'intégrale / max(z, t)dt existe puisque la fonction que
0
I’on integre est continue sur [0, 1].
. . 1 291
Siz<0,onaax<tpuisque te0,1] ; don(:y:/tdt: [%]Oz%-
0
Si x €]0,1], on a
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T 1
Yy :/max(m,t)dt—i—/max(x,t)dt
0 x

x 1
:/xdt—i—/tdt
0 9;1
_ § [l
= [=t], + 2],
1 — 22 241

.2 _
St T T

1 1
Six>1,0nat§1<x,donCy:/xdt:[xt} = 2.
0 0
% si <0
x

Y )
vy= 1l & o<az<1

2 .
T s1 x>1
On a mis des inégalités larges car les expressions coincident en 0 et en 1.
2)
X suit la loi géométrique de parametre p, donc X (Q) = N*.
Soit w € 0.

1
D’apres la question précédente, Y (w) = / max(X (w),t)dt = X (w) puisque X (w) > 1.
0

X et Y sont définies sur le méme espace probabilisé Q (d’apres I’énoncé) ;

Vwe Q, Y(w)=X(w),donc| X =Y

3-a)
{(X =—-1),(X =0),(X =1)} étant un systeme complet d’événements,
P(X=-1)+P(X=0)+P(X =1)=1. Donc

PX=0)=1-PX=-1)-PX=1)=1-2x 1.

4
P(X=0)=3
3-b)
Soit w € Q. Utilisons la question 1-b).
Si X(w) = —1, alors X(w) <0, donc Y (w) = % ;
Si X(w) = 0, alors X(w) € [0, 1], donc Y(w) = %2“ - 1.
Si X(w) =1, alors Y(w) = X(w) = 1.
Y(Q) =1{3.1}

D’ou la loi de Y.

P(Y:l):P(X:l):l ; par suite P(Y:l)zl—l:§

4 ’ 2 4 4
3-¢)
Hors programme.
4-a)

N . 2

D’apres la question 1-b), z € [0,1] =y =2 ; L
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X(w)2+1 vy X241

Donc, Vw € Q, X (w) € [0,1], donc Y (w) = 5 - 5

4-b)
0< X <1<=0<X?<1 car I'application carrée est continue, strictement croissante

2
sur R, ; par suite 1 < X2 +1 < 2, donc %S X 2+1 1

1

Y(Q) = [?1{
4-c)
vz € [%, 1[,Fy(z) =P <)
2
- p(X 2+1 <)

P(X2<2z—1)
=P(|X| <+v2z—1) car la fonction racine carrée est strictement
croissante sur R, car vX2=|X| et 2z —1>0 pour = > %
=P(—/22x—-1< X <+V2zx-1)
=P0<X<V2r—1) car X >0
=P(X <\2z—1)—P(X <0)
=P(Xy2xr—1) car X >0
v € [3,1], Py (z) = Fx(vV2z — 1)

Rappelons que si X < Ujg 1, sa fonction de répartition Fy est donnée par

0 si <0
Fx(z)=<¢z si 0<z<1
1 si z>1

Danslecasprésent%§x<1<:>1§2x<2<:>0§2x—1<1<:>0§\/2x—1<1. Par
conséquent, Fx(yv2x —1) =+/2r — 1.

Vo € [%, 1[, Fy (z) = V22 — 1

4-d)
Puisque Y (Q) = [%, 1[,, la fonction de répartition de Y est donnée par :
0 si z< %
Fy(r) =92z -1 si %§x<1
1 si z>1

Remarquons que 'on peut mettre des inégalités larges car les expressions concernées

coincident pour = = % et x =1.

Fy est une fonction de répartition, on a déja les propriétés suivantes
Fy est croissante sur R

r——00
lim Fy(z)=1
r—+o0
1

De plus, Fy est de classe C! sur | — oo, 5[U]1, +oo[ comme fonction constante.

2

Sur |1 1[: 2 — 22— 1 est de classe C! et & valeurs dans R% ; la fonction z — /z est

§5
de classe C* sur R%. Par composition, z — 2z — 1 est de classe C*' sur ]%, 1[.
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Donc Fy est de classe C* sur R — {%, 1}. Par conséquent Fy est continue sur R — {%, 1}.

Fy(3) =0

lim Fy(z)= lim 0=0= Fy(%). Fy est continue au point % a gauche.
3 3t

lim Fy(x) = lir§17 V2r —1=0= Fy(%). Fy est continue au point % a droite.
T T35

Donc Fy est continue au point %

Fy(1) =1.

lim Fy(z) = lim v2z —1=1= Fy(1). Fy est continue au point 1 a gauche.
x—1— x—1—

lim Fy(z)= lim 1= Fy(%). Fy est continue au point 1 a droite.

z—1+ z—1t

Donc Fy est continue au point 1.
Finalement, Fy est continue sur R.

Fy est une fonction de répartition continue sur R,
de classe C* sur R — {%,1}.

Y est une variable aléatoire a densité

4-e)
X2+1
2
et par conséquent un moment d’ordre 2. Par suite, Y admet une espérance et par

linéarité de ’espérance,
B(Y)=1B(x%+ 1.
Rappelons que V(X) = B(X?) — (E(X))? «= E(X?) = V(X) + (E(X))>. Or V(X) = J ;

Y =

- La variable X suit la loi uniforme sur [0, 1], elle admet donc une variance

4-f)
Hors programme.
5-a)
Soit w € Q ; posons z = X (w) et utilisons les résultats de la question 1-b).

xSO:}Y(w):%;
2 2
: 2+1 %deP1US0<SE§1:>l<xT+1§1(Voir47b).

0<z<l<=YWw) = )

x>l Yw) =z>1.
Par suite Y(Q) = {3}U]3, 1] U]1, +o0|

Y(Q) = [%,-l—oo[

5-b)
PY = %) = P(X <0) = ®(0) ou ® est la fonction de répartition de X (qui suit la loi
normale centrée réduite).
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D’apres le cours, P(Y =

N[ —
=
Il

D[

5-c)

Y(Q) = [%,+OO[, donc

o Vi< %, Fy(l‘) =0.
e o Siz > . Utilisons le systeme complet d’événements

{(X<0),(0<X<1),(X>1}
PY<z)=PY<znNnX<0)+PY<znNn0<X<1)+PY <znX>1)

Utilisons les résultats de la question 5-a)

2)—|—P(X2+1<xﬂO<X§1)—|—P(Y§xﬂX:Y>1)

:P(YgxﬂY:§)+P(X2§2x—1ﬂ0<X§1)+P(Y§xﬂX:Y>1)

PY<z) =PY<znY-=

=P(Y <2nY =)+ P(X|<V2r—1N0<X <D+ PY <anX =Y >1)
1
2
D’ou la relation  (5c¢)

carz > 5= 2r—1>0

P(Y <2)=P(Y <anY =)+ PO0<X<V2r—1N0<X <1)+P(Y<anX=Y >1)
Remarquons que % <x:>(Y:%) C (Y <z),donc (Y <zNY = %) Y = %).

La relation (5c¢) devient
P(Y <2)=P(Y =)+PO0<X <V2r—-1n0<X<1)+P(Y<znX=Y>1) (5cl)

* Supposons % <z<l.

1
2
Donc (0 < X <v2z—-1) C (0< X < 1) et par suite
0<X<V2r—1Nn0<X<1)=0<X<V2z-1).
r<l= Y =2)Nn(X=Y>1)=0.

La relation (5cl) devient

P(Y <2) =P =31)+P0<X<V2r—1)

= P(Y = §)+ ®(v2r — 1) — @(0)

P(Y <) =a(yZr—1) car P(Y = 3)=®(0) =3 d’aprés 5-b)

<r<l«<—=1<21<2«=0<2x-1<1<«<=0<Vv2r—1<1.

* * Supposons z > 1.

r>1l+=2r—1>1,donc (0<X<1)C(0<X <+2z—-1).

Par suite (0 < X <22 -1Nn0< X <1)=(0< X <1).

Y<znY=X>1)=(1<X<uz).

La relation (5cl) devient

P(Y<z) =PY=3)+PO0<X<1)+P(1<X<ua)
= ®(0) + @(1) — 2(0) + ¢(x) — ©(1)

PY <z) =o(z)
0 si z< %
Fr@)=0o2r—1) si 3<az<l
d(z) si z>1
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5-d)
Si Y est a densité, Ya € R, P(Y =a)=0. Or P(Y = 3) = 3.
La variable Y n’est pas a densité.

Y(Q) = [%7 +oo[ ; c’est un intervalle de R, non vide et non réduit a un point : ce n’est
pas un ensemble dénombrable.
La variable Y n’est pas discrete.
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