ENSEMBLES NORMAUX POUR UNE APPLICATION

Enoncé

Ensembles normaux pour une application

Soient E et I’ deux ensembles finis de méme cardinal.

Soit f une application de P(E) dans P(F') vérifiant les deux conditions suivantes :
f0)=0 et V(A B)eP(E), [fAUB)=f(A)U[(B)

1. Montrer I'implication : V (A, B) € P(E)?, AC B = f(A) C f(B). [S]
2. En déduire : V (A, B) € P(E)?, f(ANB) C f(A)N f(B). [S]
On suppose, dans la suite du probleme, que f satisfait a la troisieme condition :

VAeP(FE), Card(f(A)) > Card(A)

3. On dit que A est normal (sous-entendu pour f) si Card(f(A)) = Card(A).
(a) Montrer que () et E sont normaux. [S]
(b) Montrer que si A et B sont normaux, AU B et AN B sont normaux. [S]
(c) Montrer que si A et B sont normaux, f(ANB) = f(A)N f(B). [S]
4. Parmi tous les sous-ensembles normaux non vides de F, soit Ay de cardinal minimum.
(a) Soit A un sous-ensemble normal de E. Montrer que A D Ag ou AN Ay = 0. [S]
(b) Soient o un élément de Ay et § un élément de f({a}).
On pose E' = E —{a} et ' = F —{f}.
On définit une application g de P(E’) dans P(F”) par :

VO e P(E), g(C) = f(C)N F’

Montrer que g vérifie les trois conditions analogues a celles de f.

Indication : pour la troisieme condition, on pourra considérer une partie A de E’ et
discuter suivant que A est ou n’est pas normal pour f. [S]

(¢) En déduire qu'il existe une bijection ¢ : E — F telle que : Vx € E, o(x) € f({z}).
]

Indication : procéder par récurrence sur 'entier n = Card E = Card F. [S
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