CALCUL INTEGRAL APPLIQUE A L’ETUDE D’UN MAXIMUM

Enoncé

Calcul intégral appliqué a I’étude d’un maximum

On désigne par a un nombre réel strictement supérieur a 1.

Pour tout n de IN*, on note g, la fonction définie sur IR* par :

—T

gn(x)=x(z—1)---(x —n)a
L’objet du probleme est d’étudier le maximum de la fonction g, sur U'intervalle [n, +ool.

PREMIERE PARTIE

Dans cette partie, on examine le cas particulier ou n = 1.

/

1. (a) Etudier les variations de la fonction iy
g1
On notera u et v les valeurs de = ou cette fonction s’annule, avec u < v. [S]

(b) Dresser le tableau de variations de g;. Etudier la branche infinie du graphe de g;. [S]

2. Dans cette question, on prend a = 2.

(a) Calculer les valeurs approchées a 107° pres de u, v, g1(u), g1 (v). [S]

(b) Construire le graphe de g; (unités : 2,5 cm sur Ox et 10 cm sur Oy). [S]

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, on considére une fonction réelle f de classe C? sur Uintervalle [—1, 1].
On désigne par M le maximum de |f”(z)| sur [—1,1]. Soit 3 un élément de IR™.

1 n
On se propose d’approcher l'intégrale / f(t)dt par la somme % > <¥)
0 k=1

On suppose que n > (. Pour tout nombre entier k tel que 1 < k < n, on pose :
k k— k
Rulkon) = £(5) = r(552) = 5 (%)

= [ = 15(2) -3 ()

k—1)/n

1. (a) En utilisant Taylor-Lagrange montrer que |R(k,n)| < =
(b) Montrer également que |Ry(k,n)| < %, avec B = % [S]

k— —-1/2
2. (a) On pose Rs(k,n) = /(k_l)/ f(t)dt — %f( nﬁ) _B n/ (

Prouver U'inégalité | Ry (k,n)| < G ot € = A+ B+ U ‘5 - %‘ S]

k/n
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CALCUL INTEGRAL APPLIQUE A L’ETUDE D’UN MAXIMUM

Enoncé

) O pose &, = [ syar -4 35 7 (52) - E20) - o))

Prouver que |A,| < m. [S]

TROISIEME PARTIE

On revient a ’étude de la fonction g, dans le cas général.

9gn()
n(x).

Montrer que sur |n, +oo|, la dérivée de g,, S’annule en un point z,, unique.
) ) n

1. Pour tout réel x > n, calculer h,(z) =

Q

Etudier le signe de ¢/,(z) sur |n,4+o00[. On pose M,, = g,(x,). [S]
2. Soit « un réel strictement supérieur a 1.
1

On considere la fonction f, définie par f,(z) = -=.

(a) Déterminer en fonction de a la valeur de o pour laquelle on a :

(o) = 7+ 53 fu /fa

Dans toute la suite, on pose o = a;il' [S]

(b) Vérifier que h,(na + () = L _ ﬂ_;m(fa(l) — fa(0)) = Ay,

noa+0
ou A, a été défini dans la question II-2 (avec ici f = f,.) [S]
(c) Montrer que nEIEoon hn(na+ ) = %__11/)2. [S]

3. Montrer qu’a partir d'un certain rang, na < z,, < (n + 1)a.

A cet effet, on étudiera les signes de h,(na) et de hn((n + Da). [S]

4. (a) On se propose de déterminer lim y,, avec y, = ln IT I”T%
n—teo k=0

Pour cela, on utilisera ’encadrement précédent de z,, ; on utilisera le résultat de la
question II-2-b avec f(z) = In(a — ), avec 8 = 0 puis § = a.

n—-4oo

1
On en déduira que la limite cherchée est : lim y, = / In(a — z) dz. [S]
0

(b) Calculer cette intégrale. [S]

. "y 1 1
(c) Montrer finalement que la suite de terme général - {/M,, converge vers la—T) [S]
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CALCUL INTEGRAL APPLIQUE A L’ETUDE D’UN MAXIMUM

Corrigé

Corrigé du probleme

PREMIERE PARTIE

1. (a) Pour tout z de R", g(z) = z(z — 1)a™".
L’application g est de classe C* sur IR" et elle s’annule en 0 et 1.
gy(x) 1 1 —2?Ina+ (2+1Ina)z —1

1

= — —1 =

gi(z) =z +:1:—1 na x(r —1)
/

L’application I $annule en méme temps que P(z) = 2?Ina — (2+ Ina)x + 1.
g1

Sur R™\ {1} :

Le discriminant est A = 4 + In?a > 0. Les deux zéros réels et distincts de P sont :

2+4+1Ina—V4+1In%a ‘ 24+ Ina+V4+1In2a
J— e pr—

“= 2Ina ! 2lna

241 1

On remarque que u + v = +oma >0 et uvzl— > 0, ce qui prouve 0 < u < v.
na na
D’autre part, P(1) = —1 < 0 ce qui implique 0 < u < 1 < v.
. g1 (z)\/ 1 1y 1 1

Pour tont # de I (1}, (S00) (Lo Ly 1oL
our tout x de \ {1} () -t 2 @o1e

/
Voici le tableau de variations de I’application h; = 9.

91
On trouve facilement 0 u q " .
/ T
¢ lim 9 = +00, h's - ! - - i -
o+ g1 ! '
/ +oo o
o lim 9 _ —0Q, | i
= g \ AN Q]
/ A . '
¢ lim 9 _ 400, : . :
1+ gl \ \
/
- -ln
o lim% = . ” “
+oo gg

(b) Comme gy < 0 sur ]0,1[ et g; > 0 sur |1, +o00[, la question a) donne le signe de g :

o L’application g; s’annule en u et v.

/
o Pour tout = de |0, ul, on a g;(z) <0 et % > 0 donc ¢;(z) < 0.
gi\z
91 (x) ,
o Pour tout = de Ju, 1, on a ¢;(x) < 0 et @ < 0 donc g;(z) > 0.
g1\T
91 (@) ,
o Pour tout = de |1,v[, on a g;(x) > 0 et @) > 0 donc ¢y (z) > 0.
gi{x
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