PoLYNOMES DE CHEBYSHEV ET THEOREME DE WEIERSTRASS

Enoncé

Polynomes de Chebyshev et théoreme de Weierstrass

Dans ce probleme on se propose d’établir le résultat suivant :

Théoreme de Weirstrass
Soit f : [a,b] — IR une application continue.

Pour tout € > 0, il existe un polynéme P tel que : Vx € [a,b], |f(x) — P(z)| < e

Ainsi toute application continue sur un segment peut étre approchée uniformément sur ce
segment & moins de £ (ou ¢ est un réel strictement positif quelconque) par un polynéme.

La premiere partie introduit les polynomes de Chebyshev T,,.

La seconde partie propose une démonstration du théoreme de Weierstrass utilisant les 7},.

Partie I. Polynomes de Chebyshev

Dans cette partie, n est un entier naturel non nul donné.

Pour tout x de [—1, 1], on pose T, (z) = cos(n arccos z).

1. (a) Expliciter T,,(z) sin=1oun = 2. [S]
(b) Montrer que pour tout = de [—1,1], on a : Tp,o(x) = 22T, 41 (x) — T(x). [S]
(¢) Montrer que T,, est un polynéome de degré n.
Quel est son coefficient dominant ? S|
2. (a) Montrer que T,, possede n racines distinctes dans |—1, 1[, que 1'on calculera.
On notera ay, ..., a, ces racines, avec 1 > a; > ag > -+ > a,_1 > a, > —1. [S]
(b) Avec les notations précédentes, calculer T/ (ax) et T)/(ax) en fonction de k,n, ay. [S]
(c) Pour tout k de {1,...,n}, on note Qj le polynome défini par T,,(z) = (z — ax)Qr(x).
Calculer Qg (ag) et Q) (ax) en fonction de k,n,ax. [S]
3. Soit k un élément de {1,2,...,n}. On rappelle que §;; = {(1) :1 i i Z

(a) Montrer qu’il existe un unique polynome Uy, de degré 2n — 1, tel que :
Vje{l,...,n}, Uk(aj): ik et UIQ(CL])IO

Montrer plus précisément que ce polyndome est donné par : Uy = — (1 — ax) Q3.

n2
Indication : montrer que Uy, sl existe, est nécessairement divisible par Q7. [S]

(b) Montrer que Uy(x) > 0 sur [—1,1] et que > Ug(x) =1. [S]
k=1
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PoLYNOMES DE CHEBYSHEV ET THEOREME DE WEIERSTRASS

Enoncé

Partie II. Théoreme de Weierstrass

Soit f une application continue sur le segment [—1,1]. On pose M = sup |f(¢)].
te[-1,1
1. Montrer qu’il existe un unique polynome F,, tel que : e

F,(ay) =
deg Fl, <2n—1letVk € {1,...,n}, {F’Eak; g(ak)
n\ak) =

Indication : on cherchera a exprimer F,, en fonction des polynémes Uy. [S]

2. Dans cette question, € est un réel strictement positif donné, et z est fixé dans [—1,1].

(a) Justifier I'existence d'un réel strictement positif « tel que :
£
V(y,2) e [LIP ly—2l <a=1fly) - f() < 5
Dans la suite de cette question, on note J = {k,1 <k <n,|x —ax| > a}. [S]
(b) Montrer que |f(z) — Fp(x)| < %—l— 2M > Ug(z) (utiliser 1.3.b) [S]
keJ

(c) Prouver que ) Ug(x) < 2 [S]

keJ na?’
3. (a) En déduire qu’il existe un polynéme P tel que Vx € [—1,1], |f(z) — P(x)| <e.
[S]
(b) La question précédente établit donc le théoreme de Weierstrass sur le segment [—1, 1].
Prouver que ce résultat s’étend a un segment [a, b] quelconque. [S]

4. Ecrire une procédure Maple, sur le modele pol :=proc(f,n)...end prenant en argument
une fonction f et un entier naturel non nul n. Cette procédure doit calculer le polynéme
F,, (avec les notations de la question I1.1) puis afficher sur [—1, 1] la courbe représentative
de f, celle de F,, (en pointillés) et I'ensemble des points d’abscisse a; de ces courbes.

Voici un exemple d’utilisation, avec f(x) =exp(z) et n =6 :

> pol(exp,6) ;
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