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Énoncé

Une méthode de calcul de la somme des
∞∑

k=1

1

n2

Pour tout entier naturel n, on définit le polynôme Qn =
1

2i
((X + i)n+1 − (X− i)n+1).

1. (a) Déterminer le degré de Qn. [ S ]

(b) Montrer que : ∀ r ∈ IN, Q2r =
r∑

p=0

(−1)pC 2p+1
2r+1 X2r−2p. [ S ]

2. (a) Déterminer les racines de Qn. Montrer que ces racines sont réelles. [ S ]

(b) En déduire la décomposition de Qn en facteurs irréductibles dans IR[X]. [ S ]

(c) Prouver que : ∀ r ∈ IN, Q2r = (2r + 1)
r∏

k=1

(
X2 − cotan 2 kπ

2r + 1

)
. [ S ]

(d) En déduire
r∑

k=1

cotan 2 kπ

2r + 1
=

r(2r − 1)

3
, puis

r∑
k=1

1

sin2 kπ

2r + 1

=
2r(r + 1)

3
. [ S ]

3. (a) Montrer que : ∀ x ∈]0,
π

2
[, cotan 2x <

1

x2
<

1

sin2 x
. [ S ]

(b) En déduire un encadrement de
r∑

k=1

1( kπ

2r + 1

)2
, puis la valeur de lim

r→∞

r∑
k=1

1

k2
. [ S ]
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