FRACTIONS CONTINUES

Enoncé

Fractions continues

Notations

— On notera E(z) la partie entiere de tout réel z.

— On désigne par S 'ensemble des suites (a,,),>1 de IR telles que a,, > 0 pour tout n > 2.

Pour toute suite (a,,),>1 appartenant a S on pose :

X 1
VneIN* [a,a9,...,a4p_1,0, | = a1+ 1 (1)
as + . 1
as . 1
A N —
En particulier : 1
1 1 -1
[al]:ala[alaa2]:a1+a_a[alaa2:a3]:al+ 1 "
2 a9 + —
as
Il est clair que si aq, ag, ..., a, sont rationnels, alors [ aj, as, ..., a, ] est rationnel.
— Les identités suivantes découlent immédiatement de la définition :
1
Vn>2, [ay,a,...,a,] = a + ——— (2)
[ag,...,a, ]
Vn227 [alu"'7an—27an—17an] = a17-~7an—2,an—1+a— (3)
n
: Sl tees 1 o
— On observe que si a, > 1, 'égalité a, = (a, — 1) + 1 permet d’écrire :
[ai,a9,...,04, 1,0, | =[ai,a9,...;a, 1,0, — 1,1] (4)

— A toute suite (a,),>1 de IR, on associe les suites (p,,) et (g,) définies par :

1=0 =1 n = UnPn-1 1 Pn—
{pl | {po - vn21{p Pn—1 + Pn—2 )
g-1=1 ¢ =20 Gn = QnQn—1 + qn—2

D1 = a1 =agay +1
En particulier : { et {p2 2

@ =1
Une récurrence évidente de pas 2 montre que pour tout n > 1, on a ¢, > 0.

QQ:(I2>0
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FRACTIONS CONTINUES

Enoncé
Partie I
Dans cette partie, (a,),>1 désigne un élément quelconque de S.
Les relations (5) permettent de lui associer les suites (p,) et (¢,).
1. Dans cette question, on va prouver la relation suivante :
VnelN* [ay, ag, ..., Gp_1, an]:% (6)
n

(a) Vérifier que la relation (6) est vérifiée pour les indices n = 1,2,3. [S]
(b) On fixe un indice n > 1 et on définit la suite (a’) par :
1

An+1
Comme dans les égalités (5), on associe a la suite (a’) les suites (p') et (¢').

VE#mn, a, = ag et a, = a, +

/

Montrer 'égalité P _ Puil [S]
/

an dn+1

(c) Montrer que ’égalité (6) est vraie pour tout entier n > 1. [S]

2. Etablir les relations suivantes :
(a) Pour tout entier n > 0, Ppi1Gn — Gui1pPn = (—1)"1 [S]

(b) Pour tout entier n > 1,

1 n+1
[al,...,an,an+1]:[a1,...,an]—i—( ) (7)

Gn Qn+1

[S]
(c) Pour tout entier n > 2,
n—1 (_1)k+1

A1y o eny Q| = ag + - 8
[ | ' ; 4k Gk+1 (®)

[S]
3. Dans cette question, n est un entier > 2 et ¢ est un réel > 0.

(a) Par un raisonnement analogue & celui de la question I.1.b, montrer ’égalité :

tpn i
(ar, ..., ap, t] = Dot Pnot (9)
th =+ qn—1
[S]
(b) En déduire les deux égalités :
gy oo ] =P o D™ (10)
Qn Qn(th + Qn—l)
gy ooy any ] = Pomt o (EUM (1)
gn—1 qnfl(tqn + qnfl)
[S]
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Partie 11

Dans cette partie, la suite (a,) est a valeurs entieres.
Plus précisément : a; € Z et Vn > 2, a, € IN*.
A la suite (a,) on associe comme précédemment les suites (p,) et (¢,).

Pour simplifier les notations, on pourra poser : Vn > 1, r, = [ay, ..., Gp_1, Gy .

On rappelle que Vn > 1, r, = Pn.

dn
1. (a) Montrer que (p,),>1 est une suite de ZZ.
Prouver que (g,)n>1 est une suite de IN*, strictement croissante a partir de n = 2.

Qu’en déduit-on concernant lim ¢, 7 [S]
n—-+00

(b) Pour tout n de IN*, montrer que p, et g, sont premiers entre eux. [S]|

2. Dans cette question, on montre que la suite (r,,) est convergente vers un irrationnel.

(a) Montrer que la suite de terme général ry, est strictement décroissante et que la suite
de terme général 1y, 1 est strictement croissante (utiliser 1.2.b). [S]

(b) Montrer alors que la suite (r,) est convergente. On pose ¢ = lim r,. [S]

; 1 1
(¢) Montrer que pour tout n > 1, ona:0<) Do 5 < —- [S]
dn n+14y qn

(d) En déduire que ¢ est un nombre irrationnel S|

Partie 111

Soit z un nombre réel. On pose 1 = x et on note a; = E(x;) sa partie entiere.

— Si x7 est un entier, c¢’est-a-dire si z1 = a1, on arréte la...

. T 1
— Sinon, c’est-a-dire si 0 < 1 —a; < 1, on pose : 1o = —— > 1.
I —ar

1
On a donc : x; = a; + — = [ay, 22]. On pose alors ay = E(z9) > 1.
X2

— Si &9 est un entier, c’est-a-~dire si as = x5, on arréte la... On a alors z1 = [aq, as).

. . 1
— Sinon, c’est-a-dire si 0 < x9 —ay < 1, on pose : 13 = —— > 1.
T — G2
1 1
On a donc : 9 = as + = lag, x3] et 1 = a; + = a; + T = lay, as, x3].
3 2
. . az + —
On note alors ag = E(z3) > 1 la partie entiere de x3. T3
On construit donc successivement xy, ay, T, as, ..., Ty, ay, ... de la maniere suivante :
— x1 =x et a; = E(x1) (a; est un élément de 7Z).
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— Soit n dans IN*. Si z,, existe, on a x = [ ay, ..., ay_1, T, ] et on pose a, = E(x,).
Si z, est un entier (a, = x,) on arréte la... On a alors x = [ay, ..., a,_1, a, |.
Sinon, on pose T, 1 = —— > 1 et a,41 = E(z,41) € IN™.
n — Qp

PP . 1

Avec cette définition, on a bien: x = | a1, ..., Gp_1, Gn+ - =lay, ..., y_1, Qn, Tpyi1 |
n+1

Le procédé décrit ci-dessus est appelé développement du réel x en fraction continue (on pourra
abréger cette expression et parler simplement du développement du réel x.)

On notera bien que ce développement peut étre fini ou infini.
On pose r, = [ aq, ..., an_1, a, |. On dit que r, est la n-ieme réduite du réel .
On dit également que aq, ao, ..., a, sont les quotients partiels successifs de ce développement.

On définit les suites (p,,) et (¢,) comme indiqué dans les égalités (5).

Il est clair que p,,, gn, 7 sont définis < a,, existe. D’apres (6), on a toujours r,, = Pn.

n

1. On va montrer que le développement de = est fini si et seulement si x est rationnel.
(a) Montrer que si le développement de z est fini, alors z est rationnel. [S]
(b) Réciproquement, on suppose que z = %, ou m est dans 7, d dans IN*.
Montrer que le développement de x est fini et que les entiers a; sont les quotients
successifs dans l'algorithme d’Euclide appliqué au couple (m,d). [S]

2. Dans cette question, on calcule les développements de deux nombres rationnels.

(a) Calculer les réduites r, et les quotients partiels a,, du développement de x = % [S]

(b) On définit la suite de Fibonacci par Fo = Fy =1etVn >2, F, =F, 1+ F,_».

F
Calculer les quotients partiels a,, dans le développement de 2 = —=. [S]
14

3. Dans cette question, on établit quelques résultats portant sur la qualité de I’approximation
d’un réel x par ses réduites successives. Ces résultats supposent bien str 'existence des
coefficients a,,, T, Pn, Gn, rn iNVoqués (ce qui ne pose pas de probléme si x est irrationnel
car son développement est alors infini.)

(_1)n+1
n(@nt1Gn + Gn-1)
En déduire que si z est irrationnel : lim r, = z. [S]

n—-+00

(a) En utilisant 1.3.b montrer que x — r,, =

(b) Avec n > 3 et en utilisant & nouveau 1.3.b, montrer que |z — r,| < |z — 7—1]. [S]

. 1 P 1
(c¢) En utilisant a, 41 < 2,41 < @py1 + 1 montrer que —— < |z — —| < )
An+1Gn+2 an AnGn+1
En déduire & nouveau 'inégalité |x — r,1| < |z — ry]. [S]
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(d) Dans cette question, on va montrer le résultat suivant, qui prouve que chaque réduite
r, de x est la meilleure approximation de x parmi tous les nombres rationnels dont
le dénominateur est inférieur ou égal a q,.

m m
Proposition : Soit r = i un rationnel tel que 1 < d < q,. Alors ‘x — E‘ > ‘x _Pn )
dn
o Montrer que r ne peut pas étre strictement compris entre r,, et r,_;.
o Conclure.
[S]

Partie IV
Dans toute la suite, (a,) est une suite d’entiers, avec a; € Z et ¥Yn > 2, a, € IN*.
On conserve les notations de la partie I (suites (pn), (¢n), (7n))-
S’il n’y a aucune ambiguité sur la suite (a,), on notera par exemple [ ay, as, as,ay, ... | pour
désigner la limite de r,, = [ a1, ag, ag, ..., a, | quand n — +oc.
Par exemple z = [ 1, 2, 3, 4 ... ] est I'irrationnel de restes partiels a,, = 1 pour tout n > 1.
Si les restes partiels ay, de x = [ ay, as, ..., ap, Qpi1y- .-y Apr1y Apid, .- Gpir, - .. | forment une
suite périodique a partir d’un certain rang (sur cet exemple a partir du rang p + 1, avec une
période T') on notera x = [ ay, ag, ..., Ap, Api1, Apia,-- ., QpiT .

Par exemple [ 1, 4, 3, 2, 5 | désigne le développement illimité [ 1, 4, 3,2, 5,3, 2,5, 3,2, 5,...]
1. Dans cette question on calcule le début du développement de 7 et de e, avec la précision
permise par une calculatrice.
(a) Avec m =~ 3,14159265359 trouver les six premieres réduites de 7. [S]
(b) Calculer les six premieres réduites de e ~ 2, 71828182846 | S|

2. On vérifie ici quelques propriétés des développements en fraction continue illimitée.

! S|

[a27 as, a4, as, ]

(a) Montrer que [ ay, as, as,aq, ... | =a; +

(b) Soit x = [ ay, as, as,ay, ... | le développement en fraction continue d’un irrationnel,
comme obtenu dans la partie III.

Soit (by,)n>1 une suite d’entiers, avec b, > 0 pour tout n > 1.
On suppose que | by, by, b3, by, ... | = x (au sens de la partie II).
Montrer que pour tout n > 1, on a b, = a,, (ce résultat signifie que tout irrationnel

possede un unique développement en fraction continue illimitée.) [S]

(c) Pour tout entier n > 1, prouver 'égalité :

o [ Ap+1, An42y - - - ]pn + Pn—1
[al, cooy Qp—1, Qp, Ap+41, Qp42, - - - ] -
[ Ap+1, An42, - - - ]Qn + dn—1
[S]
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3. Dans cette question, on calcule certains développements périodiques simples.

1++5

(a) Calculer le développement du nombre d’or ¢ = 5 [S]

(b) Calculer le développement de v/2. [S]
(c) Montrer que /7 =1[2, T, 1, 1, 4]. [S]

4. Pour tout m de IN*, montrer qu’on a les développements suivants :
(a) [m, 2m]=+vm2+1[S]

Partie V

Les exemples précédents ont montré quelques développements périodiques.

On va maintenant considérer les irrationnels dont le développement en fraction continue est
périodique a partir d’'un certain rang. On dit qu’un irrationnel x est quadratique s’il peut
g'écrire = r + sv/3, oll r et s sont rationnels et o1 § est un entier > 0.

1. Montrer qu'un irrationnel x est quadratique si et seulement s’il est solution d’une équation
du second degré az? + bz + ¢ = 0, avec (a,b,c) € Z* x 7. [S]

2. Soit x un irrationnel. On suppose que le développement de x est périodique.
Autrement dit, il existe un entier n > 1 tel que :
r=1[ay, g, ...,0n, 1, A2, ..., A, A1, ... ]| =] a1, G2, ..., Gy |
Montrer que z est quadratique. [ S|

3. Montrer que le résultat précédent est encore vrai si le développement de x est périodique
a partir d’un certain rang c’est-a-dire si x s’écrit :

T=1[a1, ..., Qny Quity ooy iy Aty - | = [ Q1 <oy Ay Qpity - ooy Gyt

[S]

4. Calculer z =[3, 2, 3,5, 1]. [S]

5. On démontre (ce sera pour une prochaine fois...) la réciproque du résultat obtenu dans
les questions V.2 et V.3 : un irrationnel est donc quadratique si et seulement si son

développement en fraction continue est périodique au moins a partir d’un certain rang.
Cette caractérisation est un théoréme de Lagrange (1798).
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