SERIES NUMERIQUES ET EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE

Enoncé

Séries numériques et équation différentielle linéaire
D’apres le concours IENAC 95, épreuve commune.
Premiere partie

Dans cette partie on considere une série de terme général u,, > 0, définie a partir du rang ng et

n
de somme partielle U, = > wuy pour n > ny.
k=ng

1. On suppose qu’il existe une suite (b, )nen de réels strictement positifs, un entier ny > ng
n

et un réel K > 0 tels que b, — by11 > K pour tout n > ny.

Un+1
Etablir alors l'existence d'un réel M , qu’on exprimera en fonction de K, by, ,u,, et Uy,
tel que pour tout n > ny on ait U, < M.
Que peut-on en conclure pour la suite (U,,) et pour la série de terme général u,, 7 [S]

1
2. On suppose qu’il existe une suite (b,)nen de IR™ telle que la série S W soit divergente,
U, "

et un entier n; > ng tels que b, — by1 < 0 pour tout n > ny.

Un+1
Que peut-on alors dire de la nature de la série de terme général u,, ? [S]

3. Déduire de ce qui précéde un critere d’étude de la série > u, lorsque b, = n. [S]

Up,

4. On suppose maintenant que lim n( — 1> = /{, ou { est un réel.

n—oo

Un+1

Que peut-on alors dire de lim
n—oo un

Le critere de d’Alembert permet-il de déterminer la nature de la série > u,, quand ¢ < 0,
ou quand ¢ > 0, et pourquoi? [S]

5. Démontrer que les résultats précédents permettent de déterminer la nature de ) u,
quand : £ > 1, 0ouf < 1, ou £ = 17 (c’est-a-dire ¢ = 1 par valeurs inférieures). [S]

Deuxieme partie

Soit (E) I'équation différentielle linéaire x(4 — z)y’ + (2 —z)y — 1 = 0.

+o0
1. (a) Supposant que la somme Y a,z" est solution de (E) dans un intervalle de centre 0,
n=0
déterminer ay et la relation liant a,, et a,_; pour tout n > 1. [S]

(b) Déterminer I'unique série entiere dont les coefficients vérifient ces conditions. [S]
(c¢) Déterminer le rayon de convergence R de cette série. [S]

2. On pose v, = a,(—R)" et w, = a, R".

n
1
(a) Montrer que w, peut se mettre sous la forme du produit w, = A H 1T ou A et
k
k=1
ti sont des réels a déterminer.
Déterminer la nature de la suite (Inw,,) puis la limite de la suite (w,). [S]
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(b) Préciser la nature de la série de terme général v,. [S]
(c) Etudier la nature de la série ) w,, en utilisant les résultats de la partie I. [S]
3. Donner pour la série entiere de la question II-1, le plus grand intervalle de convergence,
puis le plus grand intervalle de convergence absolue. [S |

4. En déduire l'existence d’une fonction f, développable en série entiere sur un intervalle a
préciser, et qui est solution de (E) sur cet intervalle. [S]

Troisieme partie

* du
1. (a) A tout réel x de l'intervalle |0, 4] on associe 'intégrale F'(z) = / —_—.

0o Vu(d—u)
Prouver que cette intégrale existe et qu’elle a une limite finie quand x tend vers 4.
Vérifier que F'(z) s’écrit F(x) = aarcsin ¢(x) (déterminer « et la fonction ¢.) [S]

(b) Donner une expression, valable sur ]0,4[, de la solution générale de (E). [S]

(¢) Démontrer qu’il existe une solution unique y; de (£) sur |0, 4] admettant une limite
finie en 0 et exprimer cette solution a 'aide de F'. [S]

2. On étudie, dans cette question, les solutions de (E) dans | — 0o, 0].

)= / 0 du
: Ju(u—4)
(a) Montrer que cette intégrale existe et qu’elle s’écrit sous la forme G(z) = [ argsh ¢ (x)
(préciser le réel g et la fonction v.). On rappelle que :
— La fonction argsh est définie sur IR par argshz = In(z + v/1 + 22).
— Elle est la bijection réciproque de ’application x +— shz.
1

it

Dans ce but, on introduit 'intégrale G(z

— Sa dérivée est 'application x +—
[S]
(b) Donner une expression des solutions de (£) sur | — 00, 0][. [S]
(c) Démontrer qu'’il existe une solution unique yo de (E) sur | — oo, 0] admettant une
]

limite finie au point 0 et exprimer cette solution a I'aide de G. [S

3. Donner une expression, valable sur l'intervalle |4, +oo[, de la solution générale de (E). [S]

Quatrieme partie

On se propose de chercher s’il existe des solutions de I’équation différentielle (£) sur IR.

1. (a) Déterminer la dérivée a droite de y; et la dérivée a gauche de yo en x = 0. [S]
(b) Prouver alors qu'’il existe, sur l'intervalle | — oo, 4], une solution g de (F) dont la
restriction a l'intervalle | — 4, 4[ est égale a f. [S]
2. Montrer qu’il existe une solution unique h de (F) sur ]0, 400
Pour cela, on utilisera le changement de variable t =4 — z. [S]
3. Etudier I'existence de solutions de (E) sur R. [S]
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Corrigé du probleme
Premiere partie

Dans cette partie on considere une série de terme général u,, > 0, définie a partir du rang ng et

n
de somme partielle U,, = Z U pour n > nyg.
k=ngo
1. — L’hypothese faite ici s’écrit : Vm > ny, bty — bir1Umaer > Kty
n—1
et elle implique : Vn > nq, b,, — byu, > K Z U1 = K[U, — U,,].

m=ni
Remarque : cette inégalité est évidente si n = ny.

— On constate que la suite (U,,), dont on sait qu’elle est croissante (car les u, sont > 0)

est majorée. Cette suite est donc convergente, ce qui signifie que la série > u, est
elle-méme convergente.

[Q]

2. L’hypothese faite ici implique que : Vn > ny, b,u, < b,y11u,11, ce qui signifie que la suite
(bpuy) est croissante pour n > ny.
En particulier : Vi > ny, 0 < by tn, < byuy,.

. A
Cela s’écrit : Vn > nq, u, > = avec A = by, Uy, > 0.
n

1
La série ) ™ étant divergente, cela implique que la série ) u, est divergente. [Q ]

u , . u
" — by sécrit cn(—— —1) — 1.
Unp+1 Un+1

3. Avec b, = n, la quantité b,

On peut donc affirmer :
— Sidny > ng tq: Vn > nq, n(

U,

— 1> < 1, alors ) u, est divergente.
Un+1

1
On utilise en effet ici le fait que la série ) = > — est divergente.
n
n

u
Cela se produit en particulier si lim n( L 1) <1
n—+00 \Upig

Unp

— Sidny >nget K >0tq:Vn>ng, n< — 1) > 1+ K, alors ) u, est convergente.

un+1u
Cela se produit en particulier si lim n( 2 - 1) > 1.

n—+00  \lUpiq
[Q]
4. Soit € > 0. Par hypothese, dn; > ng tq : n > n; = n< Un_ _ 1> —E‘ <1
Un+1
n 1+ €
On en déduit : n > ny = ¢ —1‘§ +||—>0.
Un+1 n

Cela implique lim = 1donc lim Un g

n— 400 unJrl n— +o0o un+1
(C’est le cas douteux de la regle de d’Alembert.)
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