ETUDES D’ INTEGRALES A PARAMETRES

Enoncé

Etudes d’intégrales a parametres

1
Dans tout le probleme, A\ est un réel fixé tel que A > 1, et on pose u = .
+o0 1
Pour tout n de N*, on pose u,, = / o At
o (14t

Partie I. Etude de la suite (U ) nen

1. (a) Montrer que la suite (u,),>1 est bien définie, et qu’elle est monotone. S|
(b) En partageant l'intervalle R en trois parties, et pour tout a de ]0, 1[, montrer que

+

u, < a-+ En déduire lim u,. [S]

(1+a)"  nA—1
2. (a) Pour tout n de N*, montrer que u,, = n\(u, — tupy1). [S]
(b) En déduire une expression de u, en fonction de u;. [S]

3. Pour tout n de N*, on pose v, = Inu, + plnn.

(a) Donner un équivalent de v,.1 — v, quand n — 4o00. [S]

M
(b) En déduire IM > 0,3ng € N*,n = nyg = |vp41 — vy < Y [S]
n(n —
(c) Montrer alors que la suite (v,,),>1 est convergente. [S]
K
(d) En déduire qu’il existe un réel K > 0 tel que u,, % — [S]
n
Partie II. Fonction I'. Limite de n*u,,.
+oo
On définit la fonction “Gamma” par I'(z) = / t*~ et dt.
0
1. Préciser le domaine de définition de la fonction I'. [S]
2. Pour tout n de N*, on pose ¢, = An* u,.
1
(a) Montrer que pour tout n de N* et tout ¢ de R* on a e ™" < R [S]

(b) En déduire ¢, > T'(u) (poser z = ntt). [S]

3. (a) Soit e dans |0, 1[. Montrer : a €]0,1[,Vt € [0, a, 1 _ < exp(—n(1 — &)t [S]
(14t
@ 1 1
(b) En déduire ¢, < An*w,(g), avec w, () = /0 e (= gy 4 At + T [S]
. . _ Ty
(c) Pour ¢ fixé, montrer que lim An# w,(c) = A—ep [S]
n—oo — &

4. (a) A partir des résultats précédents, déterminer la limite de la suite n — c,. [S]

(b) En déduire un équivalent de u,, quand n — oo, et déterminer le réel K de la question
(I.3.d) au moyen de la fonction I'. [S]
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ETUDES D’ INTEGRALES A PARAMETRES

Enoncé
Partie II1. Calcul de u;
+o0 t,u,—l
On définit la fonction ¢, a valeurs complexes, par p(f) = / o100 dt
0 et
1. (a) Montrer que ¢ est définie sur I =] — 7, 7[. [S]
(b) Montrer que ¢(0) = Auy. [S]
NI
2. (a) Montrer que t — gy(t) = ﬂjew est intégrable sur R (avec 0 dans I). [S]
el
+0o0
(b) On admet que l'application ¢ est dérivable sur I et que ¢'(6) = ge(t) dt.
Montrer alors que ¢'(6) = —pip(#) pour tout 6 de I. [S]
(c) En déduire que, pour tout @ de I, on a ¢(0) = Muje . [S]
e ghsind
3. Pour tout 6 de I, on pose L(0) = /0 T 2tcosd 1 2 t.
Avec ce qui précede, montrer que L(6) = Auy sin(uf) pour tout 6 de I. [S]
4. Dans cette question, 0 est élément de |0, 7].
+eo sin 0
Mont dt = 0.
(a) onlrequue/0 [T Zteosf 1 72 [S]
! (1 —tm)?
(b) Montrer que Auy sin(uf)—60 = M(6) sin 6, avec M (0) = /0 (15 2t cosf + 1) dt. [S]

(c) Montrer que M(€) (bien sur définie quand 6 € I) est encore définie si § = 7. [S]

sin 6
(d) Déduire des résultats précédents 'inégalité |Auy sin(pud) — 0| < . . [S]
— p
(e) Montrer finalement que u; = — L [S]
sin( )
Page 2 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de I'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 9 pages.


http://www.klubprepa.net

Corrigé du probleme

Partie I. Etude de la suite () nen
1

ETUDES D’ INTEGRALES A PARAMETRES

Corrigé

1 1
1. (a) L’application ¢t — ———— est continue sur R*, et —— avec n\ > 1.

(1+tM)" () tA

insi t — ————; est intégrable sur onc u,, existe pour tout n.
Ainsi t A+ 0 t intégrabl Rt d ist tout
1 1

Par ailleurs, on a 0 < 7 S X

(1+ 1) (1+1t)

Par intégration, il en résulte 0 < u,41 < u, pour tout n > 1.

Ainsi la suite (uy,)n>1 est positive et décroissante (donc convergente). [Q |

(b) Soit a dans ]0,1[, et n > 1.

S| |
Onaun:I+I+I,oﬁI:/—ndt,]:/—ndt,lz/
Y Y T2 e A (R 2

1 @ 1
— Powrt>0ona —— <ldonc [} = | ———dt <a.
(14t ! /0(1 + 1)

1 1 1—a 1

— pour tout £ > 0 et tout n >

(1+tM)"

1.

1
dt.

— Pourt > a, ona 0507 < At o) donc I, <

+oo dt [tnA+1 i| +oo

~ Pour t >0 ona (14+t*)" >\ donclgg/
1 1 —nAl1

o =
1 n 1
(1+aV)"  nA—-1

On sait que la suite (u,),>1 est convergente.

Par addition, on obtient u, < a +

pour tout n > 1.

< 7
(14+aM)" = (14a")

1

n\A—1

Si on fait tendre n vers +oo dans I'inégalité précédente, on obtient lim u, < a.

n—oo

Mais ici a est quelconque dans ]0, 1[. On obtient donc lim u, = 0. [Q]

2. (a) On effectue une intégration par parties sur le segment [0, b], avec b > 0.

b1 t b b e
— At =|— N ——
/o(1+tk)" [(1+tk)”}o+n /0 (14"
b boodt b dt
= e T A Tt | T et
(1+06%) o (14+1Y) o (1+1Y)

Quand b — 400, on obtient /+OO 1 dt = nA (/+Oo d /+oo dt )
— _— = _— _— .
’ o (14+8N)" o 4+ Jy (14"

Autrement dit : u, = nA(u, — u,.1) pour tout n > 1. [Q]

niA—1
U, pour tout n > 1.

nA
1kA—1

Par une récurrence évidente : u,, = u H

(b) On a trouvé u,; =

ih kA A 1(n 0 T:I(“—D-[Q]
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