TROIS RELATIONS IDENTIQUES DANS P(E)

Enoncé

Trois relations identiques dans P(F)

Etant donné un ensemble F, on désigne par M une partie non vide de P(F) telle que :

VX, YeM,IZe M, telque ZC XNY.

1. Montrer que pour tout ensemble F| il existe de telles parties M de P(E). [S]

2. On associe & M une relation binaire R définie sur P(E) par :
VA, BeP(FE), ARB&IX eMtelque ANX =BnNX

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence. [ S|
(b) Montrer que R est 1’égalité si et seulement si M = {E}. [S]

(c) Montrer que R est 1’équivalence universelle si et seulement si ) € M. [S]
3. On note A la classe d’équivalence, pour R, d’une partie A quelconque de E.

(a) Déterminer E et 0. [S]

(b) Montrer quesi A€ E et B€ E, alors ANB € E. [S]

(c) On pose N = E, et dans P(E) on désigne par S la relation :

VA BeP(E), ASB&3IY eN telque ANY =BNY

Montrer que les relations R et S sont identiques. [S]

4. On définit sur P(E) la différence symétrique :
VA BeP(E), AAB=(ANB)U(ANDB)
Soit 7 la relation définie sur P(E) par :
VA, BeP(E), ATB<3X e Mtelque (AAB)NX =1

(a) Montrer que les relations 7 et R sont identiques. [S]
(b) A, A’ B, B’ étant des parties de E telles que AR A’ et BR B’, montrer que :
(ANB)R(A'NB'), (AUB)R(AUB'), ARA et (AAB)R(A'AB').[S]
5. Déterminer les classes d’équivalence de P(E) pour la relation R dans les cas suivants :
(a) M ={E}. [S]
(b) 0 e M. [S]

)
() M ={{z}} ouzeFE [S]
(d) M D {{z},{y}}, ot z,y sont deux éléments distincts de E. [S]
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TROIS RELATIONS IDENTIQUES DANS P(E)

Corrigé

Corrigé du probleme

1. M =P(E) convient. [Q]
2. (a) — Réflexivité
Soit A dans P(FE). Puisque M # (), soit X un élément de M.
Ona.. ANX =ANX, ce qui prouve AR A.
— Symétrie
Elle est évidente par définition (car X,Y jouent le méme role.)
— Transitivité
Soient A, B, C' dans P(E), tels que : AR B et BRC.
Il existe X et Y dans M telsque ANX =BNXet BNY =CNY.
On sait qu’il existe Z dans M tel que Z C X NY.
ANXNZ=BNnXnZ
BNnYnzZ=CcnYnz
puis {AmZ:BmZ
BnzZ=CnZ
Ainsi ANZ =CNZ, et Z est élément de M. Donc AR C.

On en déduit {

caca XNZ=ZetYNZ=127.

— Conclusion

R est une relation d’équivalence sur P(E).

[Q]
(b) — Supposons M = {E}
Pour tous Aet Bde P(E), ARB< ANE=BNE< A=B.

La relation R est donc I'égalité.

— Réciproquement
On suppose que M est différent de { E'}. Montrons que R n’est pas 'égalité.
Puisque M # 0, il existe X dans M, avec X # E.
On constate que X RE (car XN X =ENX et X € M.)

Or X et F sont distincts : R n’est pas donc pas la relation égalité.

— Conclusion

R est la relation ”égalité” < M se réduit au singleton{ E'}.

[Q]
(c) — Supposons () € M

Pour tous A, B de P(F) on a alors AR B car AN = BnN.

R est donc ’équivalence universelle.

Page 2 Jean-Michel Ferrard www.klubprepa.net ©EduKlub S.A.

Tous droits de 'auteur des ceuvres réservés. Sauf autorisation, la reproduction ainsi que toute utilisation des ceuvres autre que la consultation
individuelle et privée sont interdites.

Extrait gratuit de document, le document original comporte 5 pages.


file:www.klubprepa.net 

