POLYNOMES DE BERNSTEIN ET THEOREME DE WEIERSTRASS

Enoncé

Polynomes de Bernstein et théoreme de Weierstrass

1. Pour tout n de IN, et tout k de {0,...,n}, on pose R, x(x) = Cixk(l —x)"k

(a) Prouver les trois égalités suivantes :
n

ST Rux(z) =1, Y kRui(z)=nz, > k(k—1)R,x(z) =n(n—1)z% [S]
k=0 k=0 k=0
(b) En déduire 1'égalité : > (k — nz)? R, (z) = nz(1 —x). [S]
k=0
2. Soit f une application continue sur un segment [a, b| de IR, a valeurs dans IK.
Montrer que pour tout € > 0, il existe a > 0 tel que :
V<I,y) < [a7b]27 |y - $| Sa= |f<x> - f(y)l <e
Indication : raisonner par ’absurde et introduire un réel € > 0 et deux suites (z,,) et (y,)
de [a,b] telles que [y, — a] < L et |fy) — flan)] > <. [S]

3. Soit f une application définie et continue sur [0, 1], & valeurs dans IK.
Pour tout entier n > 1, on pose B, (f)(z) = > f(%)Rnk(x)
k=0

On dit que les B, (f) sont les polynomes de Bernstein de f.
On va montrer que la suite (B,(f)),>, converge uniformément vers f sur [0, 1].
On se donne € > 0. On sait d’apres la question précédente qu’il existe a > 0 tel que :

V(r,y) € (0,12 |y — 2| <a = |f(z) - f(y)| < e

(a) Montrer que f(x) = Bu(f)(x) = 3> (£(a) = £(&) ) Rn(a). 3]

(b) Soit z un élément de [0,1]. On note A = {k: €{0,...,n}, |z — % < a}.
Soit B le complémentaire de A dans {0,...,n}.
i. Montrer que 3" | f(z) — f(%)‘Rmk(:c) <e [8]
kEA
2 n
ii. Prouver a? Y Ry 4(x) < (:c . %) Rup(@) <L 3" (ne — k)2 Rop(2) < £ [S]
keB keB k=0

iii. Prouver que )
keB

iv. Montrer finalement que ||f — B,(f)||.. <&+ %. [S]

oo — 2
(c) En déduire que la suite (B,(f)),>, converge uniformément vers f sur [0,1]. [S]

4. Montrer plus généralement le théoréme de Weierstrass :

Toute application g continue sur un segment [a,b] de IR et a valeurs dans IK est limite
uniforme sur [a, b] d’une suite de fonctions polynomiales. [S]
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