ESPACES PREHILBERTIENS ET EUCLIDIENS

Partie II : Orthogonalité

II Orthogonalité

Dans ce paragraphe, E est un espace préhilbertien sur IK = IR ou (.

II.1  Vecteurs orthogonaux

Définition

H Deux vecteurs x et y de F sont dits orthogonaux si < x,y >=0.

Remarques

— La définition est symétrique en xz,y car < y,z >=< I,y >.
— Le seul vecteur u qui est orthogonal a lui-méme est le vecteur nul.

A fortiori, le seul vecteur u qui est orthogonal a tous les vecteurs de E est u = 0.
Définition

Soit (u;);e; une famille de vecteurs de E.

On dit que cette famille est orthogonale si pour tous indices ¢, j distincts de 1, < w;, u; > =0,
c’est-a-dire si les vecteurs de la famille sont orthogonaux deux a deux.

Si de plus les u; sont unitaires, la famille est dite orthonormée ou orthonormale.

Remarques

— La famille (u;);es est orthonormée <, pour tous indices i, de I :

1 sit=j .
LU >= 0 = L ki
< Uy, uj >= 0y {O §iit (Notation de Kronecker)
— Si la famille (u;);e; est orthogonale et constituée de vecteurs non nuls alors ¢’est une famille

libre.

— Si la famille (u;);e; est orhonormée et est une base de E, on dit qu’elle constitue une base
orthonormée (b.o.n.) de E.

— Soit (u;)1<; <, une famille orthogonale de FE.
Alors [lug 4 ug + -+ un||” = lua|* 4 |Jual|* + - - - + ||un]|*  (Théoréme de Pythagore)
La réciproque n’est vraie que si n = 2 et IK = IR.

Autrement dit, deux vecteurs u et v d’un espace préhilbertien réel sont orthogonaux si et
v 2 2 2
seulement §’ils vérifient ||u + v||” = ||ul]” + |Jv]|".
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