SOUS-GROUPES

Enoncés
Enoncés des exercices
| EXERCICE 1] [Indication ] [Correction |
Soit G un groupe et H une partie non vide de G, finie et stable.
Montrer que H est un sous-groupe de G.
| EXERCICE 2] [Indication ] [Correction |
On considere les applications de IR, — {0, 1} dans lui-méme, définies par :
1 r—1
fi(z) —fi fola) = — file) = —
x
— — g ]_ — =
falw) = — f5(2) z folr) = —
1. Montrer que ces six applications forment un groupe G pour la loi o.
2. Quels sont les sous-groupes de G 7
| EXERCICE 3| [Indication] [Correction |
Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G.
Montrer que H U K est un sous-groupe de G < H C K ou K C H.
| EXERCICE 4| [Indication ] [Correction |
Soient H et K deux sous-groupes d’un groupe G.
On note HK = {hk,h € H,k € K} et parcillement KH = {kh,k € K,h € H}.
Montrer que H K est un sous-groupe de G <& HK = KH.
| EXERCICE 5 | [Indication ] [Correction |
Soit (H;)ier une famille non vide de sous-groupes d’un groupe G.
On suppose que pour tous indices ¢ et j il existe un indice & tel que H; U H; C H.
Montrer que H = | H; est un sous-groupe de G.
| EXERCICE 6| [Indication ] [Correction |
Soit G' un groupe fini d’ordre 2n, avec n > 2.
On suppose qu'il existe deux sous-groupes H et K d’ordre n, tels que H N K = {e}.
Montrer que n = 2 et donner la table du groupe G.
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SOUS-GROUPES

Indications, résultats

Indications ou résultats

| INDICATION POUR L'EXERCICE 1| [Retour & I'énoncé]

Pour tout x de H, I'application n — z™ ne peut pas étre injective.

En déduire que e est dans H et que l'inverse de x est dans H.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 2| [Retour & I'énoncé]

1. Former la table des f; o f;.
2. Il y a un seul sous-groupe d’ordre 1, et un seul d’ordre 6.

Il y a un seul sous-groupe d’ordre 3, et trois sous-groupes d’ordre 2.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 3] [Retour & 'énoncé |

Si H U K est un sous-groupe et si H ¢ K, se donner a tel que a € H,a ¢ K.

Pour tout  de K, considérer alors le produit za.

| INDICATION POUR L'EXERCICE 4 | [Retour & I'énoncé]

— Si HK est un sous-groupe, se donner x dans HK.
En considérant 2!, montrer que x est dans K H.
Montrer de méme l'inclusion KH C HK.

— Réciproquement si HK = KH, se donner a = h1k; et b = hoky dans HK.
Avec b~'a = ky 'hy 'hiky, prouver que ky 'hy 'hy est dans HK.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 5| [ Retour & 'énoncé |

Soient a,b dans H. Montrer qu’il existe k dans I tels que a € Hy et b € Hy,.

| INDICATION POUR L’EXERCICE 6 | [ Retour & I'énoncé]
Il existe a dans G \ (H U K) tel que G = HU K U {a}.
Soit (z,y) dans H x K avec = # y. Prouver que xy = yx = a.
En déduire que H — {e} et K — {e} sont des singletons.

Donner alors la table du groupe G.
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